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写 这 篇 短文 ， 是 想 向 读者 推荐 一 本 值得 认真 阅读 或 者 在 教学 中 参阅 ( 如 果 读 
者 是 一 位 高 校 数学 教师 的 话 ) 的 好 书 ， 书 的 原名 是 The Real Analysis Lifesaver: 
All the Tools You Need to Understand Proofs， 一 个 比较 宙 长 的 中 文 翻译 是 《 实 
分 析 的 救生 员 : 理解 实 分 析 中 的 证 明 所 需 的 工具 尽 在 于 此 》 救生 员 是 什么 意思 ? 
救 谁 ?怎么 救 ? 我 们 就 从 这 里 开始 这 篇 介绍 . 

首先 说 救 什么 人 ? 回答 是 既 救 学 生 ， 又 救 老 师 . 不 过 ， 对 象 不 同 施 救 的 方法 
也 就 不 同 ， 救 生 员 究竟 是 什么 人 自然 也 就 不 同 了 .这 一 切 都 是 历史 形成 的 ， 从 我 
国 现状 看 ， 一 个 大 学 生 ， 不 管 是 哪个 专业 ， 多 数 要 学 一 点 微 积分 .这 门 课程 也 叫 
作 微 积分 或 高 等 数学 ， 这 门 课 通 常 以 直观 感觉 为 基础 、 以 某 种 应 用 ( 近年 来 可 以 
不 讲 数学 的 应 用 ， 而 讲 “ 通 识 教育 ”) 为 目的 ， 教 学 的 重点 则 可 能 是 计算 的 技巧 ; 

会 讲 到 某 种 严格 性 ， 可 是 似乎 谁 也 不 清楚 什么 叫 严格 性 . 

实 分 析 是 学 生 遇 到 的 第 一 门 讲究 严格 性 的 数学 课程 . 所 谓 严 格 性 就 是 必须 时 
时 处 处 按照 逻辑 规则 来 思考 、 来 计算 、 来 表述 .对 于 大 多 数学 生 ， 这 是 他 从 未 经 
历 过 的 事 . 所 以 ， 这 本 书 给 读者 的 第 一 个 建议 是 慢 慢 来 : 慢 慢 读 ， 慢 慢 写 ， 并 仔 
细 思 考 . 本 书 作 者 说 ， 你 是 一 个 非常 聪明 的 学 生 . 实际 上 ， 作 者 的 经 验 说 明 : 他 
的 学 生 时 党 觉得 自己 很 不 错 ， 能 够 考 上 这 样 一 所 好 大 学 ， 心 里 一 直 有 些 自得 ; 他 
不 知道 自己 面前 有 哪些 困难 ， 有 些 东 西 (例如 e-6 ) 曾 听 高 班 的 学 兄 、 学 姐 说 过 ， 
所 以 容易 掉以轻心 , 不 大 在 乎 . 实际 上 , 这 会 是 他 遇 到 的 第 一 只 拦路 虎 : 到 底 是 先 
有 还 是 先 有 5，3ge 和 V6 是 不 是 一 回 事 ， 应 该 用 哪 一 个 ， 甚 至 应 该 用 3ye6 (这 
当然 是 错误 的 ) 也 未 可 知 . 有 些 学 生还 可 能 有 另外 的 知识 来 源 ， 例 如 从 某 些 学 术 
讲座 里 听 到 过 刘 微 的 名 言 :“ 割 之 弥 细 ， 所 失 弥 少 ,， 制 之 又 割 以 至 于 不 可 制 ， 则 与 
圆 合体 而 无 所 失 矣 . ”他 们 会 以 为 这 就 是 极限 理论 . 这 些 学 生 大 多 是 好 学 生 ， 甚 至 
被 说 成 是 “学 霸 ”. (我 很 厌恶 这 个 称呼 ， 无 非 多 考 了 几 分 ， 有 什么 可 霸 的 呢 ? 何 
况 他 们 多 数 很 好 学 求 上 进 . ) 

问题 在 于 按 这 本 推荐 的 书 〈 以 后 就 简称 为 “本 书 ”)， 刘 徽 的 说 法 是 很 含糊 的 . 
刘 徽 讲 的 “以 至 于 不 可 制 ”， 这 个 “不 可 割 ” 究 竟 是 什么 ? 他 说 “与 圆 合 体 而 无 所 
失 侨 ”， 合 体 显然 是 指 重合 、 一 模 一 样 、 没 有 区 别 ， 但 是 “无 所 失 侨 ”又 是 什么 意 
思 ? 让 学 过 微 积 分 的 人 理解 ， 这 个 “不 可 割 ” 应 该 说 就 是 一 个 无 穷 小 .但 是 我 们 


iv ” 海 阔 赁 鱼 跃 天 高 任 岛 飞 


都 知道 一 句 著 名 的 话 :“ 一 尺 之 揪 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 竭 . ”所 以 无 穷 小 也 应 该 可 
以 分 割 ， 这 显然 与 “不 可 割 ” 矛 盾 . 如 果 说 这 个 “不 可 割 ” 就 是 零 ， 那 么 请 注意 
了 ， 刘 微 这 里 是 在 讲 圆 的 分 割 ， 把 一 个 圆 平 分 一 次 得 到 两 个 扇形 ( 也 就 是 半圆 )， 
再 分 下 去 , 分割 n 次 (n 是 正 整数 ) 就 会 得 到 2" 个 扇形 ， 每 个 扇形 的 圆心 角 是 
7/2"-!， 想 要 圆心 角 是 零 ， 就 得 分 无 穷 多 次 .请 注意 了 ， 在 中 国 古代 数学 中 ， 从 
没有 见 到 过 无 穷 大 、 无 穷 小 之 类 的 名 词 ， 也 没有 无 穷 这 个 概念 ， 所 以 ,不管 怎么 
说 都 是 说 不 清楚 的 .当然 ， 刘 徽 是 公元 3 世纪 的 人 ， 和 希望 他 能 够 达到 将 近 两 千年 
后 的 今天 的 水 平 是 不 应 该 的 . 但 是 本 书 的 目的 ， 是 让 今天 的 大 学 生 ， 能 够 按 今天 
的 认识 水 平 来 理解 这 些 问 题 ， 以 今天 的 方式 和 语言 来 表述 这 些 问 题 ， 特 别 是 ， 还 
能 最 后 参与 到 推进 现代 数学 的 事业 中 去 ， 其 困难 可 想 而 知 . 

下 面 我 们 举 一 个 例子 来 看 本 书 是 怎样 帮助 学 生 们 能 够 达到 上 述 要 求 的 ， 这 个 
例子 是 本 书 留 给 读者 的 一 个 习题 ， 希 望 读者 自己 证 明 关 于 并 集 和 交集 的 性 质 的 定 
理 ( 即 定理 3.12 ) 下 面 这 一 段 抄 录 于 本 书 第 20 页 . 


定理 3.12 中 性 质 3 的 证 明 

假设 4 C B. 我 们 想 要 证 明 4 Cc (4nB) 和 .第 一 个 结果 
显然 成 立 : 由 于 A C B, 如 果 ze 4, 那么 ， 因 此 , 如 果 x e 4, 那 
么 Te A 和 且 ze B. 第 二 个 结果 可 以 利用 得 到 . 

反 过 来 , 假设 . 利用 第 一 条 性 质 , B > ,于 是 
有 .4= C 万 . 


这 是 一 个 填空 题 ， 要 求学 生 做 到 : 只 利用 原 书 讲 过 的 概念 和 符号 ， 在 符合 原 
书 所 有 的 规定 下 把 这 些 空 日 填 满 ， 证 明 集 合 论 中 的 一 个 定理 ， 

这 样 说 来 ,原来 书 名 中 的 救生 员 ( lifesaver ) 宁可 解释 成 一 个 游泳 教练 , 他 的 
任务 是 带 出 一 批 优 秀 的 运动 员 , 到 各 种 比赛 中 去 大 显 身 手 . 于 是 , 他 就 把 (例如 ) 
自由 泳 的 动作 分 成 用 脚 踏 水 、 用 手 划 水 、 侧 身 换 气 等 各 个 部 分 ， 分 别 列 出 其 要 领 
和 标准 ， 让 学 生 们 一 个 一 个 认真 去 做 ， 不 准 偷懒 ， 不 准 马虎 。 只 有 学 生 们 能 熟练 
准确 地 做 到 这 一 切 , 才 有 可 能 成 为 优秀 的 游 沪 运动员， 人 们 时 常 谈论 游泳 的 天 赋 ， 
只 有 达到 这 个 地 步 ， 天 赋 才 可 能 表现 出 来 ， 并 且 得 到 进一步 的 培养 ， 而 要 达到 这 
个 地 步 ， 必 须 假 以 时 日 . 

这 虽然 是 在 讲 游泳 ， 学 好 实 分 析 这 门 课 程 也 必须 这 样 做 . 正 因为 如 此 ， 本 书 
强调 慢 慢 来 : 慢 慢 读 ， 慢 慢 写 ， 并 仔细 思考 . 这 也 是 本 书 对 于 基础 课 教学 的 主张 . 
近年 来 似乎 有 一 种 论调 ， 认 为 基本 功 不 再 重要 了 ， 把 强调 基础 与 强调 创新 对 立 起 
来 ， 本 书 中 译本 书 名 强调 了 这 是 普林斯顿 的 教材 ， 普 林 斯 顿 大 学 是 一 所 世界 一 流 
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的 大 学 ， 凡 是 在 这 里 念 过 书 的 人 都 知道 ， 它 是 非常 重视 教学 的 ， 知 名 的 《 范 氏 大 
代数 》 的 作者 “ 范 ”( Henry B. Fine ) 对 建立 普林斯顿 大 学 数学 系 做 出 了 重要 的 
贡献 。 在 他 的 参与 努力 下 ， 普 林 斯 顿 大 学 发 展 了 高 质量 教学 的 传统 ， 成 为 世界 著 
名 的 数学 学 术 中 心 . 所 以 ， 我 认为 “ 慢 慢 来 : 慢 慢 读 ， 慢 慢 写 ， 并 仔细 思考 ”下 
是 体现 了 这 个 优秀 传统 ， 值 得 我 们 认真 吸收 .这 里 的 填充 题 式 的 教学 方法 ， 不 只 
是 一 种 技术 ， 也 值得 我 们 学 习 借 鉴 . 

上 面 是 从 学 生 角 度 来 看 问题 ， 现 在 转 到 教师 角度 来 看 一 下 本 书 又 能 给 我 们 什 
么 局 发 . 这 里 需要 从 数学 在 我 国 的 发 展 历史 谈 起 . 上 面 说 了 刘 微 的 局 限 性 ， 那 么 ， 
中 国 从 什么 时 候 开始 才 有 了 本 书 这 样 的 分 析 数 学 呢 ? 我 不 敢 乱 猜 ， 但 是 如 果 说 在 
五 四 运动 以 后 , 才 在 当时 少数 高 水 平 的 高 等 学 校 里 开始 认真 地 教 数学 系 学 生 学 e- 
0, 大 概 差不多 . 我 是 解放 前 几 个 月 才 到 武汉 大 学 数学 系 念书 的 , 到 1950 年 “学 习 
苏联 ”时 ， 采 用 斯 米尔 诺 夫 的 《高 等 数学 教程 》 为 教材 (这 是 一 套 很 好 的 教材 )， 
其 中 的 数学 分 析 部 分 是 达到 这 个 水 平 的 , 但 是 有 许多 数学 教师 感到 比较 难以 接受 . 
原因 在 于 ， 他 们 习惯 了 当时 非 数学 专业 的 初等 微 积 分 或 高 等 数学 水 平 的 教学 ， 让 
他 们 一 下 子 转 到 以 e- 6 为 标志 的 实 分 析 ， 当 然 不 是 一 件 容易 的 事 . 

再 往 下 看 ， 如 果 从 教学 的 角度 来 看 这 本 书 ， 就 会 发 现 本 书 是 相当 困难 的 .如 
果 说 对 于 学 生 , 我 们 还 只 需要 他 们 做 到 “ 慢 慢 来 : 慢 慢 读 , 慢 慢 写 ， 并 仔细 思考 ”， 
那么 对 于 教师 ， 则 有 两 个 方面 的 要 求 : 一 是 从 教学 内 容 来 看 ， 二 是 从 教学 方法 来 
看 . 从 教学 内 容 来 看 ， 除 了 要 求 他 们 掌握 e- 5 语言 之 外 ， 还 需要 他 们 掌握 许多 复 
杂 的 技巧 ; 从 教学 方法 来 看 ， 也 有 一 些 教师 们 以 前 没有 遇 到 过 的 新 问题 . 

本 书 以 下 的 内 容 都 是 这 种 情况 . 我 们 不 妨 以 第 11、12 章 为 例 说 明 这 一 点 , 这 
两 革 是 以 紧 集 为 中 心 议题 的 . 第 11 章 从 紧 集 的 定义 开始 ， 先 给 出 集合 的 覆盖 的 
概念 ， 然 后 定义 紧 集 就 是 其 每 一 个 开 覆 盖 均 有 有 限 子 覆盖 的 集合 ， 接 着 指出 有 界 
闭 集合 必定 是 紧 集 ， 而 开 集 一 定 不 是 紧 集 这样， 在 讨论 了 紧 集 与 闭 集 、 开 集 的 
关系 ， 紧 集 与 有 界 性 的 关系 等 问题 以 后 ， 得 出 了 紧 集 就 是 有 界 闭 集 ， 这 个 基本 结 
果 称 为 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ， 而 且 由 它 可 以 得 出 我 们 通常 说 的 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 
斯 定理 ( 即 关 于 极限 点 存在 的 基本 定理 ). 

紧 集 必 有 区 间 套 性 质 ， 这 就 是 本 书 的 定理 12.1. 值得 注意 的 是 ,我们 可 以 在 
高 维 的 R* 空间 中 来 证 明 它 . 一 维 闭 区 间 [a,0] 在 R* 中 的 类 似 物 本 书 称 为 格子 ， 
其 实 就 是 闭 的 维 长 方 体 ， 重要 的 是 它 也 是 一 个 紧 集 ， 因 此 前 面 所 讲 的 关于 紧 集 
的 一 切 结果 都 是 成 立 的 .这 件 事 虽然 直观 地 看 来 很 简单 ， 真 要 严格 地 给 以 证 明 却 
非 易 事 . 许多 教材 上 都 是 直接 宣布 它们 成 立 就 完事 了 . 所 以 我 们 这 里 也 不 来 证 明 ， 
而 是 一 言 以 蔽 之 ,说 “ 紧 集 的 乘积 仍 是 紧 集 ”倒是 有 一 件 事 我 们 想 提 一 下 ， 就 是 
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问 如 果 有 一 co， 极 限 情况 应 该 如 何 ? 但 是 什么 是 极限 情况 应 该 说 明 . 粗略 地 说 ， 
我 们 会 有 著名 的 吉 洪 诺 夫 定 理 ， 指 出 紧 集 的 无 穷 维 乘积 仍 是 紧 集 .这 个 结果 在 数 
学 中 意义 重大 ， 限 于 篇 幅 我 们 不 能 多 说 了 . 

在 整个 19 世纪 末 ， 有 许多 数学 家 参与 实 分 析 基 础 的 研究 ， 得 到 了 许多 重要 
的 结果 ， 彼 此 甚至 形式 也 很 相近 ， 许 多 我 们 现在 主要 依靠 的 结果 都 出 现 于 这 个 时 
期 例如 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 、 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 等 ， 丝 是 如 此 .这 样 ， 
当 我 们 阅读 不 同文 献 时 会 看 到 不 同 的 讲法 , “知识 产权 ”的 归属 更 加 混乱 . 

我 们 当然 希望 有 一 个 更 加 系统 清晰 的 陈述 方式 ， 为 此 我 们 首先 来 介绍 如 何 把 
一 个 数学 定义 改写 成 定理 的 形式 .为 了 方便 理解 ， 我 们 来 举 一 个 例子 .正三 角形 
就 是 三 个 角 相 等 的 三 角形 , 或 者 是 三 边 长 度 相等 的 三 角形 . 我 们 用 P。( 下 标 a 表 
示 角 ) 表示 命题 


P。: 三 角形 的 三 个 角 相等 ， 
用 P, (下 标 s 表示 边 ) 表示 命题 
P。: 三 角形 的 三 条 边 长 度 相同 ， 
于 是 正三 角形 的 定义 可 以 写成 命题 
P, < P,. 

我 们 最 多 还 可 以 再 加 一 句 话 :“ 这 个 三 角形 就 称 为 正三 角形 ”， 不 过 这 人 句 话 并 不 是 
上 述 数 学 命题 的 一 部 分 . 

这 样 一 来 ， 海 涅 - 博 雷 尔 定 理 就 可 以 写成 书 中 的 形式 . 

定理 12.6 ( 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ) R* 的 子 集 马 是 紧 集 当 且 仅 当 它 既 是 闭 集 又 
是 有 界 集 . 

请 读者 注意 ， 定 理 的 陈述 中 有 当 且 仅 当 的 字样 ， 它 就 是 <<>， 也 就 是 命题 的 
等 价 关 系 . 根据 紧 集 的 定义 ， 这 个 命题 可 以 重 述 如 下 . 

定理 12.6' ( 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ) R* 的 子 集 刀 具有 有 限 履 盖 当 且 仅 当 它 既是 
闭 集 又 是 有 界 集 . 

海 涅 - 博 雷 尔 定理 是 实 分 析 的 中 心 结果 之 一 ， 特 别 是 关于 紧 集 理论 的 中 心 结 
果 . 在 这 个 意义 下 ， 本 书 作 者 觉得 他 所 需 的 工具 尽 在 于 此 了 . 就 这 一 点 而 言 ， 他 
已 经 完成 他 的 工作 了 ， 不 需要 再 往 下 写 ， 这 本 书 作为 这 门 学 科 的 救生 员 起 到 了 一 
种 指导 的 作用 . 

写 到 这 里 ， 读 者 可 以 体会 到 本 书 并 不 是 一 本 容易 读 的 书 ， 我们 见 到 的 实 分 析 
的 书写 得 如 此 深入 的 并 不 多 见 ， 但 是 我 们 还 面临 着 教学 方法 上 的 困难 . 从 本 书 的 
引言 可 以 看 到 , 本 书 只 供 实 分 析 一 个 学 期 之 所 需 . 一 学 期 大 概 就 是 十 几 个 星期 , 就 
算 一 星期 上 6 学 时 的 课 也 就 八 九 十 个 学 时 , 又 是 这 么 深 的 内 容 , 老师 该 怎么 教 呢 ? 
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就 此 我 们 转 而 讨论 教学 方法 的 问题 . 经 过 这 些 年 的 改革 和 开放 的 过 程 ， 我 们 
多 少 知道 了 在 普林斯顿 大 学 这 样 的 第 一 流 学 府中 是 怎样 教书 的 ， 一 个 好 的 数学 教 
师 首先 必须 是 一 个 好 的 数学 家 ， 这 样 ， 他 才能 够 深 知 他 所 教 的 东西 的 实质 ， 进 一 
步 ， 他 又 能 以 清楚 明晰 的 语言 表述 出 许多 难以 理解 的 内 容 . 由 此 ， 他 才能 做 到 深 
入 浅 出 ， 特 别 是 把 自己 的 心得 教 给 学 生 ， 他 能 够 言 简 意 赎 、 引 人 人 胜地 把 学 生 们 
带 到 科学 的 高 严 门 墙 前 ， 使 得 学 生 们 〈 当然 不 会 有 很 多 这 样 的 学 生 ) 登 尝 入 室 之 
念 油 然而 起 , 使 他 们 走 上 正路 . 这 里 的 要 点 是 教 和 学 两 方面 的 交流 , 乃至 交融 . 所 
请 教师 人 格 的 力量 也 许 尽 在 于 此 . 

这 不 是 说 国内 没有 这 样 的 教师 .从 我 们 每 个 人 的 经 历来 看 ， 我 们 无 不 受到 过 
一 些 好 教师 的 影响 ， 才 能 有 我 们 的 今天 和 明天 . 只 是 说 我 们 希望 能 发 扬 老 师 们 的 
优秀 品质 ， 从 质 与 量 两 个 方面 满足 我 们 学 生 的 要 求 ， 另 一 方面 ， 又 有 许多 毛病 需 
要 认真 指出 . 一 个 常见 的 毛病 是 讲授 唯恐 不 细 ,， 希望 面面俱到 而 又 必然 挂 一 漏 万 . 
教师 出 于 好 心 ， 希 望 所 有 学 生 、 至 少 是 大 多 数学 生 能 够 有 好 成 绩 ， 对 于 自己 认为 
是 重要 的 、 最 有 心得 的 内 容 反 反复 复 地 讲解 ， 而 学 生 则 可 能 漠然 对 之 ， 了 无 意 兴 . 
在 我 看 来 ， 目 前 教学 方法 上 存在 的 主要 问题 就 是 没有 把 教 与 学 两 方面 的 积极 性 结 
合 起 来 . 

讲 到 这 里 我 应 该 感谢 我 的 老师 余 家 荣 教授 .今年 是 余 老 师 百 岁 华诞 ， 我 愿 在 
此 衷心 祝 他 健康 长 寿 , 生活 幸福 ! 我 从 1951 年 就 开始 听 余 老师 的 课 ( 主要 是 实 变 
函数 论 )， 毕 业 后 又 一 直 在 余 老师 的 关怀 下 工作 . 这 个 期 间 ， 他 多 次 对 我 说 ,不 论 
读书 还 是 教书 ， 你 不 要 怕 接 触 新 的 困难 的 问题 . 不 要 怕 自 己 和 学 生 不 懂 这 些 问题 . 
一 个 问题 即使 你 当时 不 懂 ， 将 来 再 次 接触 的 时 候 ， 会 有 一 种 似曾相识 的 感觉 ， 这 
对 你 是 很 有 好 处 的 事 . 记得 在 那 时 , 余 老师 让 我 念 过 蒂 奇 马 什 的 《函数 论 》 这 也 
是 一 本 名 著 ， 许 多 大 学 的 老 前 非 们 都 一 再 要 求 自己 的 学 生 认 真 读 这 本 书 ， 其 中 最 
应 该 提 到 的 是 陈 建 功 老 先生 . 我 当时 也 念 了 关于 实 变 函 数 的 部 分 章节 . 例如 ， 本 
书 里 讲 到 怎样 利用 对 角 线 方法 ,怎样 从 有 理 数 集 作 出 无 理 数 来 ， 等 等 ， 我 曾 多 次 
遇 到 过 ， 只 是 因为 余 老师 过 去 要 求 我 念 过 .虽然 蒂 奇 马 什 的 《函数 论 》 比 本 书 难 
得 多 ， 但 后 来 再 次 接触 它 就 感到 自如 多 了 .本 书 英 文 副 书 名 说 ， 理 解 实 分 析 中 的 
证 明 所 需 的 工具 尽 在 于 此 ， 在 我 现在 看 来 ， 许 多 读者 都 会 遇 到 本 书 解决 不 了 的 问 
题 . 所 以 说 ， 会 有 更 多 读者 希望 跃 出 这 个 界限 ， 达 到 “ 海 阔 赁 鱼 跃 ， 天 高 任 岛 "” 
的 境界 .现在 就 以 对 读者 们 的 愿望 结束 此 文 . 


齐 民 友 
2020 年 7 月 7 日 


尽管 我 建议 你 阅读 所 有 章节 ， 
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请 慢 下 来 ， 学 霸 ， 我 知道 你 很 聪明 一 一 你 或 许 一 直 都 很 擅长 数字 和 运算， 并且 
能 熟练 地 计算 微 积 分 一 一 但 我 希望 你 慢 下 来 . 实 分 析 ? 不同 于 微 积分 , 甚至 与 线性 
代数 也 完全 不 同 . 除了 更 难 之 外 ， 这 门 课 并 不 适合 通过 记忆 公式 和 算法 并 将 已 知 
条 件 代 入 的 学 习 方法 . 相反 ， 你 要 反复 地 阅读 定义 和 证 明 ， 直 到 理解 了 更 宽泛 的 
概念 ， 这 样 才 能 把 这 些 概 念 应 用 到 自己 的 证 明 中 .要 做 到 这 一 点 ， 最 好 的 方法 就 
是 慢 慢 来 : 慢 慢 读 ， 慢 慢 写 ， 并 仔细 思考 . 

下 面 简单 地 介绍 一 下 我 写 这 本 书 的 原因 以 及 你 应 该 如 何 阅读 这 本 书 . 

我 为 什么 要 写 这 本 书 

实 分 析 很 难 . 它 会 让 你 开始 了 解 以 证 明 为 基础 且 难 度 更 大 的 数学 . 但 我 坚信 ， 
只 要 解释 清楚 ， 每 个 人 都 能 掌握 任何 想 学 的 知识 . 

我 的 第 一 门 实 分 析 课 学 得 很 辛苦 .我 总 党 得 是 在 自学 ， 非 常 希望 有 人 能 以 清 
晰 的 、 线 性 的 方式 把 这 些 知识 解释 清楚 . 我 努力 奋斗 并 最 终 取得 了 成 功 , 这 使 我 能 
够 成 为 指导 你 的 绝 侍 人 选 .我 可 以 轻松 地 回想 起 第 一 次 看 到 这 些 内容 的 感觉 .我 
记得 那些 让 我 感到 困惑 的 地 方 ， 那 些 一 直 都 没 搞 清 楚 的 地 方 ， 以 及 哪些 内 容 难 倒 
了 我 .在 本 书 中 ， 我 会 先 给 出 一 些 常见 的 解释 ， 以 此 来 解答 你 的 大 部 分 疑问 . 

我 当初 使 用 的 是 Walter Rudin 编写 的 《数学 分 析 原 理 (第 3 版 )》[ Principle 
of Mathematical Analysis, 也 被 称 为 Baby Rudin 或 者 That Grueling Little Bule 
Book ( 那 本 折磨 人 的 小 蓝 书 )]. 通常 认为 , 这 本 书 是 经 典 的 、 标 准 的 实 分 析 教 材 . 
我 现在 非常 佩服 Rudin, 他 的 书 条 理 清晰 、 简明 扼要 . 但 我 可 以 告诉 你 , 当 我 第 一 
次 学 习 那 本 书 时 ， 整 个 过 程 十 分 艰难 . 它 没有 给 出 任何 解释 ! Rudin 列 出 了 一 些 
定义 , 但 没有 给 出 例子 ,并 在 没有 告知 他 是 如 何 思考 的 情况 下 写 出 了 完美 的 证 明 . 

请 不 要 误解 我 的 意思 : 强迫 自己 把 事情 搞 清 楚 是 非常 有 意义 的 ， 富 有 挑战 性 
地 去 理解 为 什么 这 种 方法 可 行 而 不 是 按部就班 地 接受 给 定 的 思路 ， 这 会 让 你 成 为 
一 个 更 好 的 思考 者 和 学 习 者 .但 我 相信 ， 作 为 一 种 教学 技巧 ， 在 没有 教 你 如 何 游 
泳 的 情况 下 ， 必 须要 把 握 好 “把 你 扔 到 深水 池 中 ”的 尺度 . 毕竟， 你 的 老师 希望 


@ 本 书 所 说 的 实 分 析 通 常 称 为 数学 分 析 ， 是 大 学 数学 专业 的 第 一 门 课程 ; 实 分 析 主 要 研究 实 变 函数 ， 是 数学 分 析 
的 深化 和 继续 ， 一 一 编者 注 
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你 学 会 游泳 ,而 不 是 被 淹 死 ， 我 认为 Rudin 可 以 提供 最 大 的 帮助 ， 这 本 书 也 能 在 
需要 时 为 你 答疑 解 惑 . 

我 写 这 本 书 的 初衷 是 ， 如果 你 很 聪慧 但 不 是 天 才 (就 像 我 这 样 ), 并 且 真 心 想 
学 好 实 分 析 ， 那 么 这 本 书 正 是 你 需要 的 . 
什么 是 实 分 析 

数学 家 把 实 分 析 称 为 严格 的 微 积 分 . “严格 ”意味 着 我 们 进行 的 每 一 步 以 及 
使 用 的 每 一 个 公式 都 必须 得 到 证 明 . 如 果 从 一 组 称 为 公理 或 假说 的 基本 假设 出 发 ， 
那么 我 们 总 是 可 以 通过 一 个 又 一 个 合理 的 步骤 得 到 最 终 想 要 的 结论 . 

在 微 积 分 中 ， 你 可 能 已 经 证 明了 一 些 重要 结论 ， 但 其 中 有 很 多 结果 被 认为 是 
显而易见 的 . 究 况 什么 是 极限 , 如何 确定 什么 时 候 无 穷 和 会 “收敛 ”到 一 个 数 ? 每 
一 门 实 分 析 基 础 课 都 会 重新 介绍 连续 性 、 可 微 性 等 这 些 你 曾 见 过 的 概念 ， 但 这 一 
次 ， 我 们 要 弄 清 楚 这 些 概 念 的 本 质 ， 当 和 弄 清楚 这 些 之 后 ， 你 基本 上 就 证 明了 微 积 
分 的 合理 性 . 

实 分 析 通 常 是 纯 数学 理论 的 第 一 门 课程 ， 因 为 它 在 熟悉 的 材料 背景 下 向 你 介 
绍 纯 数 学 的 重要 思想 和 方法 . 

一 旦 严格 地 掌握 了 那些 熟悉 的 概念 ， 你 就 可 以 把 这 种 思维 方式 应 用 到 不 熟悉 
的 领域 里 ， 实 分 析 的 核心 问题 是 :“ 如 何 把 某 些 概念 〈 比 如 和 ) 推广 到 无 限 的 情 
形 ?” 如 果 不 进行 严格 论证 , 我 们 就 无 法 理解 像 无 穷 和 这 样 的 难题 ， 因 此 ,你 必须 
掌握 那些 核心 的 证 明 技巧 ， 进 而 将 它们 应 用 到 那些 更 有 趣 的 新 问题 上 ( 并非 高 中 
微 积分 


如 何 阅 读本 书 

这 本 书 并 不 打算 简单 地 说 一 说 ， 以 第 7 章 为 例 ， 我 花 了 好 几 页 的 篇 幅 来 论述 
Rudin 在 短 短 两 页 里 所 做 的 事情 ， 为 了 使 定义 不 那么 抽象 ， 我 在 定义 之 后 附加 了 
一 些 例子 . 这 里 的 证 明 不 仅仅 是 为 了 问 你 展示 定理 为 什么 成 立 ， 也 是 为 了 告诉 你 
该 如 何 自己 去 证 明 它 ， 我 尽量 把 论证 中 用 到 的 每 一 个 事实 都 陈述 一 遍 ， 而 不 是 像 
高 级 数学 文献 那样 把 这 些 基本 的 事实 省 略 掉 . 

如 果 你 正在 使 用 Rudin 的 教材 那么 你 会 发 现 我 特意 涵盖 了 他 谈 到 的 所 有 定 
义 和 定 理 ， 而 且 大 多 是 按照 相同 的 顺序 给 出 的 . 这 本 书 和 Rudin 的 书 并 不 是 一 一 
映射 的 (说 笑 了 )， 例 如 ， 下 一 章 闲 释 了 基本 的 集合 论 ， 而 Rudin 则 在 讨论 了 实 
数 之 后 才 解 释 它 ， 另 外 ， 为 了 丰富 你 的 知识 ， 我 还 引入 了 一 些 额外 的 内 容 ， 不 过 ， 
本 书 将 尽 可 能 地 遵循 Rudin 的 结构 和 记号 , 这样 你 就 可 以 轻松 地 在 两 本 书 之 间 自 


So 时 
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由 穿梭 . 

与 其 他 一 些 常 用 来 浏览 、 略 读 或 参考 的 数学 书 不 同 ， 你 应 该 逐 章 地 阅读 本 书 ， 
本 书 的 章节 特意 写 得 很 简短 ， 其 内 容 相 当 于 一 个 容易 理解 的 一 小 时 演讲 .从 每 一 
章 的 开头 开始 ， 不 要 跳 来 跳 去 ， 按 部 就 班 地 直到 读 完 为 止 . 

现在 给 你 一 些 建议 : 积极 地 阅读 .把 那些 我 希望 你 填充 的 空白 补充 完整 . (我 
故意 不 给 出 这 些 问题 的 答案 ; 偷 看 的 诱惑 实在 太 大 了 . ) 即便 是 那些 我 没有 提 到 
的 地 方 ， 也 要 做 笔记 如果 你 习惯 通过 不 断 重复 来 学 习 ， 那 就 把 定义 抄 到 笔记 本 
上 ; 如 果 你 希望 有 直观 的 认识 ， 那 就 多 画 些 图 ， 在 页 边 空 白 处 写 下 你 想到 的 任何 
疑问 ， 当 你 把 一 章 读 完 两 遍 之 后 ， 如 果 仍 有 解决 不 了 的 问题 ， 那 就 问 问 你 的 学 习 
小 组 、 助 教 或 者 教授 (也 可 以 分 别 都 问 一 遍 ; 你 听 到 的 越 多 ， 你 就 会 学 得 越 好 ). 
在 阅读 每 一 童 时， 尽量 总 结 其 主要 思想 或 方法 ， 你 会 发 现 ， 几 乎 每 个 主题 都 有 一 
两 个 可 以 用 来 解决 大 部 分 证 明 的 技巧 . 

如 果 你 的 时 间 有 限 ， 或 者 你 正在 复习 已 经 学 过 的 知识 ， 那 么 可 以 利用 下 列 图 
标 来 略 读 : 


。 从 这 里 开始 逐步 给 出 一 个 例子 或 证 明 . 
。 这 是 一 个 重要 的 说 明 ， 或 是 需要 你 记 住 的 东西 . 


。 试 着 完成 这 个 填充 空白 的 练习 ! 


。 这 是 一 个 比较 复杂 的 主题 ， 此 处 只 简单 地 提 一 下 . 


多 学 点 东西 绝对 没 坏处 ， 事实 上 ， 你 读 的 教科 书 越 多 ， 你 学 好 高 等 数学 的 概 
率 就 越 大 ， 最 好 的 方法 是 ， 你 全 身心 地 投入 学 习 一 到 两 本 初级 教材 〈 比 如 这 本 书 
和 Rudin 的 书 )， 如 果 这 些 初 级 教材 满足 不 了 你 的 需求 ， 那 么 你 可 以 去 查阅 其 他 
书 ， 从 中 获得 额外 的 练习 和 解释 .倘若 你 选择 忽视 这 一 点 ， 并 试图 读 完 与 实 分 析 
有 关 的 所 有 书 ， 进 而 学 到 实 分 析 的 全 部 知识 …… 那 么 祝 你 好 运 ! 

这 本 书 涵盖 了 经 典 实 分 析 课 程 第 一 学 期 的 大 部 分 内 容 ， 但 你 的 学 校 可 能 
绍 更 多 相关 知识 .如 果 这 本 书 没有 完全 涵盖 学 校 的 课程 ， 你 也 不 要 惊慌 ! 每 一 步 
都 要 建立 在 它 之 前 的 基础 上 ， 所 以 成 功 最 重要 的 因素 是 对 基础 知识 的 理解 ， 我们 
将 详细 介绍 这 些 基 础 知识 ， 以 确保 你 有 一 个 坚实 的 基础 来 继续 学 习 〈 同时 避免 使 
用 易 造 成 混淆 的 隐 绚 说 法 ， 比 如 “这 名 ”) 

一 些 推荐 书 的 清单 以 及 我 的 注解 和 评价 ， 请 阅读 参考 书目 . 


会 介 


第 1 章 引言 5 


翻 过 这 一 页 ， 我 们 将 开始 学 习 一 些 基本 的 数学 概念 和 逻辑 概念 ， 它 们 是 严格 
学 习 实 分 析 的 重要 背景 知识 .到 目前 为 止 , 我 用 了 多 少 次 “严格 ”这 个 词 ? 用 了 
这 么 多 次 : lim 0 pr 十 7. ) 


i 
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如 果 你 之 前 看 过 这 些 内 容 , 那 就 太 棒 了 ! 如 果 没 有 , 也 不 要 担心 , 我 们 慢 慢 来 . 
一 些 符号 

下 面 是 一 些 你 应 该 熟知 的 符号 约定 . 

符号 Y 表示 “对 于 所 有 的 ”或 者 “对 于 每 一 个 *”， 也 可 以 读 作 “只 要 ”. 例如 ， 
偶数 的 定义 告诉 我 们 : 对 于 V 偶数 n,n 能 被 2 整除 . 读 作 :“ 对 于 所 有 的 偶数 n， 
n 能 被 2 整除 ”， 或 者 “只 要 n 是 偶数 ，n 就 能 被 2 整除 ”. 

符号 3 表示 “存在 ”或 者 “存在 某 个 ”例如 ， 数 。 的 其 中 一 个 定义 告诉 我 
们 : 3a 使 得 全 a” = a*.， 这 个 说 法 是 正确 的 ， 因 为 确实 存在 这 样 一 个 数 a， 它 就 
是 e = 2.71828.... 


注意 ， 下 面 两 个 命题 的 含义 完全 不 同 : 


Vz, 3y 使 得 y > x 
3y 使 得 Vx,y > zx 


第 一 个 命题 的 意思 是 ， 对 于 任意 给 定 的 z， 存 在 某 个 y 使 得 y > xz. 第 二 个 命题 
的 意思 是 ,存在 某 个 y 大 于 每 一 个 x。 如果 x 和 vy 都 是 实数 ,那么 第 一 个 命题 是 
真 的， 因为 对 于 任意 z， 我 们 可 以 令 y = xz 十 1， 第 二 个 命题 是 假 的 ， 因 为 不 管 y 
有 和 多大， 总 是 存在 比 它 更 大 的 数 . 

序列 是 按 整数 顺序 索引 的 一 列 数 . 例如 , 2, 4, 6,… 是 一 个 序列 , 而 符号 “….” 
表示 按照 类 似 的 模式 无 限 延 伸 下 去 . 在 2, 4, 6,.…… 中 , 该 序列 的 第 10 个 元 素 是 20. 
由 定义 可 知 ， 序 列 会 一 直 延 续 下 去 ( 因此 仅 有 数字 2, 4, 6 无 法 构成 一 个 序列 ) 

序列 也 可 以 由 变量 组 成 ， 如 zt, zz,zZs,…… 只 要 i 是 正 整 数 ， 我 们 就 可 以 说 
zi 是 序列 的 第 i 个 元 素 (于 是 , 用 上 面 的 符号 来 描述 : Vi > 1, zi 是 序列 的 第 i 个 
元 素 )” 对 于 一 个 特定 的 >， 其 整数 下 标 就 是 该 元 素 在 序列 中 的 索引 . 

具有 相同 形式 的 元 素 之 和 可 以 用 求 和 符号 > (大写 的 希腊 字母 sigma ) 来 简 
写 . 例如 , 前 ”个 整数 的 和 可 以 写成 J,_1i, 读 作 “从 i=1 到 i=n, 所 有 i 的 
和 ”你 可 能 已 经 注意 到 ， 按 照 惯例 ， 从 2 的 下 标 开 始 ， 直 到 上 标 结束 ， 和 的 索 


第 2 章 ”基础 数学 与 逻辑 7 


引 始终 采用 整数 值 ， 另 一 个 例子 是 "1, 读 作 “从 i=1 到 i=n, 全 体 1 的 
和 ”， 这 个 和 就 是 1 十 1 十 1 十 … 十 1, 一 共 加 了 n 次 ,最 后 的 结果 就 等 于 nn. 
我 们 也 可 以 对 一 列 数 求 和 ( 记 住 , 序列 中 包含 无 穷 多 个 元 素 ), 这 种 和 称 为 无 
穷 级 数 ， 或 者 就 称 为 级 数 . 例 如， 上 述 序列 2, 4,6,:.. 中 所 有 元 素 的 和 可 以 写成 
级 数 2 2i = 二 2 十 4 十 6 十 .…， 男 一 个 例子 是 20 直 ， 它 就 等 于 数 e. 
某 些 数 集 有 特定 的 符号 : 


。 是 全 体 自然 数 的 集合 ， 其 元 素 是 所 有 下 整数 (不 包含 0 ). 

。Z 是 全 体 整数 的 集合 ， 它 包含 0 和 负 整 数 . 

。@ 是 全 体 有 理 数 的 集合 . 有 理 数 定义 为 形 如 的 数 , 其 中 mm EZ,meEZ 

上 且 nz0. 

。 及 是 全 体 实 数 的 集合 。 稍 后 我 们 将 定义 什么 是 实数 . 

你 可 以 通过 以 下 助 记 法 来 记 住 这 些 符号 : N 表示 自然 数 (Natural number ), 及 表 
示 实 数 (Real number )，Q 表示 商 ( Quotient )，Z 表示 整数 (德语 Zahlen ). 

第 4 章 将 给 出 N、Z 和 Q 中 的 数 进 行 代数 运算 的 所 有 常用 结论 . 在 第 5 章 
中 ， 我 们 将 进一步 研究 这 些 性 质 . 
形式 逻辑 

接 下 来 给 出 逻辑 研究 中 的 一 些 概念 ， 我 们 将 在 证 明 中 反复 使 用 它们 . 

只 有 当 两 个 逻辑 命题 要 么 同时 为 真 要 么 同时 为 假 时 , 这 两 个 命题 才 是 等 价 的 . 
例如 , “我 已 经 活 了 5 年 ”等 价 于 “我 5 岁 了 ”， 因 为 如 果 其 中 一 个 命题 是 真 的 ， 
那么 另 一 个 也 是 真 的 ; 如 果 其 中 一 个 命题 是 假 的 ， 那 么 另 一 个 也 是 假 的 . 

符号 一 > 表示 “蕴涵 ”. 例 如， 下面 四 个 命题 是 等 价 的 : 

命题 1. 如 果 n = 5， 那 么 nn 属于 NN. 
命题 2. 当即 =5 时 7 属于 N. 
命题 3. 仅 当 n 属于 N 时 n=5. 
命题 4. n = 二 5 一 > n 属于 


注意 ， 这 些 命 题 不 等 价 于 “ 当 n 属于 NN 时 n=5”. (而且 这 一 说 法 显然 是 不 正确 
的 ， 因 为 存在 不 等 于 5 的 自然 数 ， 比 如 我 最 喜欢 的 数 246 734. ) 

符号 < 人 表示 “ 当 且 仅 当 ”( 简写 为 诈 )， 它 用 来 表示 一 个 列 涵 的 两 个 方向 
都 为 真 ， 例 如 ，“n 是 偶数 < 全 人 能 被 2 整除 ”， 左 端的 命题 草 涵 着 右 端的 命题 ， 
反之 亦 然 ， 这 个 特殊 的 地 命题 是 真 的 ， 因 为 它 就 是 偶数 的 定义 . 
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在 给 出 定义 时 ， 有 一 个 让 人 有 点 儿 困 惑 的 数学 约定 .从 理论 上 讲 ， 所 有 定义 
都 应 该 写成 “ 当 且 仅 当 ”( 计 and only 这) 例如，“ 一 个 数 称 为 偶数 当 且 仅 当 它 能 
被 2 整除 ”这 里 的 “ 当 ”( 和 站) 是 双向 的 ， 因 为 “偶数 ”只 是 我 们 分 配给 特定 的 
数 的 一 个 名 称 . 但 是 ， 数 学 家 总 是 很 懒 ， 为 了 节省 时 间 ， 他 们 通常 只 在 定义 中 写 
“ 当 ” 而 不 是 “ 当 且 仅 当 ”， 不 要 被 迷惑 ! 如 果 你 看 到 下 列 命题 : 
定义 (偶数 ). 当 一 个 数 能 被 2 整除 时 ， 它 就 称 为 偶数 . 

你 应 该 读 成 : 


定义 (偶数 ). 一 个 数 称 为 偶数 ， 当 且 仅 当 它 能 被 2 整除 . 


我 们 想 证 明 的 任何 命题 都 可 以 表示 为 A 一 > B， 其 中 A 和 B 是 任意 论述 . 
其 逆 命 题 是 B 一 > A. 仅 由 命题 A 一 > B 为 真得 不 到 其 逆 命 题 B 一 >A 为 
真 . 例如 ， 我 们 知道 “n = 5 一 > n 属于 N”, 但 由 “n 属于 N” 推 不 出 “n 二 5”. 
其 否 命题 是 -A 一 > -B (其 中 符号 -表示 “ 非 ”) . 同样 地 ， 仅 由 命题 
A 一 > B 为 真 推 不 出 其 否 命题 -A 一 > -也 为 真 . 例如 ， 我们 知道 “n = 5 二 > n 
属于 N”, 但 “nn 关 5” 并 不 代表 “n 不 属于 N”( 比如 ,nn 可 以 是 数 246 734). 


如 果 A 一 > B 是 一 个 命题 ， 那 么 -也 'A 就 是 它 的 逆 否 命题 ， 事实 上 ， 
命题 A 一 > B 总 是 等 价 于 命题 -B 'A， 如果 其 中 一 个 命题 为 真 ， 那 么 另 一 


个 也 为 真 ; 如 果 其 中 一 个 命题 为 假 ， 那 么 另 一 个 也 为 假 . 

为 什么 每 一 个 命题 都 等 价 于 它 的 逆 否 命题 呢 ? 将 A 一 > B 看 作 “ 如 果 z 属 
于 A, 那么 z 也 属于 B” 会 更 容易 理解 .通过 这 种 读 法 ,我 们 可 以 把 A 视 为 一 
个 完全 包含 在 B 中 的 集合 . 

图 2.1 让 我 们 更 直观 地 看 到 这 一 点 : 如 果 z 不 属于 B, 那么 它 肯 定 不 属于 A. 


图 2.1 事实 上 A 完全 包含 在 B 中 . 如 果 xz 属于 A， 那么 zx 也 属于 也 


最 后 还 要 注意 ， 如 果 4 是 z 的 某 种 性 质 ， 那 么 以 下 两 种 表述 是 等 价 的 : 
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命题 1. -(Yz,z 具有 性 质 A). 
命题 2. 32 满足 ~-(z 具有 性 质 4). 


第 一 个 命题 说 “并 不 是 每 个 x 都 具有 性 质 4”， 第 二 个 命题 说 的 是 “有 一 些 z 没 
有 性 质 4”， 大 声 地 读 出 这 两 句 话 ， 你 就 会 明白 为 什么 它们 说 的 是 一 回 事 . 
同样 地 ， 下 面 两 个 命题 也 是 等 价 的 : 


命题 3. ~-(3z 满足 x 具有 性 质 4). 
命题 4. vz, 一 (z 具有 性 质 A). 


试 着 大 声 读 出 来 ， 把 所 有 符号 都 翻译 成 中 文 . 


证 明 的 技巧 


证 明 一 个 定理 有 许多 不 同 的 方法 ， 有 时 候 ， 不 止 一 种 方法 可 行 ， 本 书 采用 五 
种 主要 的 技巧 : 


. 举 反例 证 明 . 

. 证 明 逆 否 命题 . 

. 有 反 证 法 . 

. 归纳 证 明 . 

. 分 两 步 直接 证 明 . 


CU 人 DO 靖 


举 反例 证 明 . 在 某 些 情况 下 ,证 明 可 能 只 需要 举 出 一 个 反例 . 如何 证 明 并 非 
每 个 整数 都 是 偶数 ? 如 果 我 说 “每 个 整数 都 是 偶数 ”， 那么 你 只 需要 找到 一 个 不 是 
偶数 的 整数 ， 比 如 数 3， 这 样 就 能 证 明 我 是 错 的 ， 任 何 形 如 “3z 满足 > 具有 性 
质 47” 或 “一 (Yz,z 具有 性 质 4)” 的 命题 都 可 以 通过 举 反 例 来 证 明 . ”对 于 第 一 种 
形式 ,我 们 只 需要 找到 一 个 具有 性 质 4 的 x; 对 于 第 二 种 形式 ， 我 们 只 需要 找到 
一 个 没有 性 质 4 的 zx. 


例 2.1 ( 举 反例 证 明 )， 
试 着 证 明 下 面 这 个 命题 :“ 并 非 每 个 连续 函数 都 是 可 微 的 "， 为 此 ， 我 们 只 需 
要 给 出 一 个 反例 ， 任 意 一 个 连续 且 不 可 微 的 函数 都 可 以 ， 比 如 f(z) = |zl|. 
现在 我 们 需要 严格 地 证 明 |z| 是 连续 且 不 可 微 的 . 在 以 后 的 实 分 析 学 习 中 , 你 
将 学 会 如 何 做 到 这 一 点 


@ 对 于 第 一 种 形式 ， 更 恰当 的 说 法 应 该 是 “通过 举例 来 证 明 ” 一 一 编者 注 


©O 
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这 个 例子 告诉 我 们 ， 给 出 一 个 反例 只 完成 了 一 半 的 工作 .难点 在 于 我 们 要 严 
格 地 证 明 它 确实 满足 所 有 必要 条 件 . 


证 明 逆 否 命题 ， 正 如 我 们 之 前 所 了 解 的 ，-B A 等 价 于 A B. 
此 , 为 了 证 明 A 一 > B， 我 们 可 以 假设 B 为 假 并 证 明 A 也 为 假 . 


例 2.2 (证 明 逆 否 命题 ). 

试 着 证 明 以 下 命题 : 对 于 任意 两 个 数 x 和 y， 当 且 仅 当 Ve > 0,lz 一 y 川 < 
时 x = y， 这 个 命题 断言 如 果 两 个 数 可 以 任意 接近 ( 这 意味 着 我 们 可 以 选择 任意 
小 的 距离 e， 并 且 这 两 个 数 之 间 的 距离 比 e 还 要 小 )， 那 么 它们 就 是 相等 的 .由 于 
该 命题 中 包含 “ 当 且 仪 当 ”( 进 )， 因 此 蕴涵 是 双向 的 ， 两 个 方向 都 要 证 明 . 


1. X=y—>ve>0,|x—y<e. 

证 明 这 个 方向 很 简单 . 假设 x = y. 那么 x 一 y = 0， 因 此 |x 一 y| = 0. 由 于 
我 们 选择 的 任何 e 都 必须 大 于 0, 所 以 |zx 一 y| = 0 < e. 于 是 , Ve > 0,|x-y<e 

2. Ye> 0,|z 一 外 <e = 一 2 三 4 

这 个 命题 应 该 很 直观 . 也 就 是 说 ， 如 果 x 和 y 之 间 的 距离 小 于 每 一 个 正 数 ， 
那么 它们 之 间 的 距离 必须 等 于 0. 

为 了 证 明 这 个 方向 ， 我 们 来 证 明 其 逆 否 命题 ， 此 时 ,命题 -~B 'A 就 是 


zxYy -Ve>0,|z-y< a. 


回忆 一 下 之 前 的 逻辑 讨论 ， 上 式 右 端 可 以 简化 成 


z 关 Y 二 > 3e > 0 使 得 -(|x 一 y| < eo). 
如 果 xz 关 y, 那么 z 一 定 等 于 y 加 上 某 个 z, 其 中 z 关 0. 于 是 , |zx 一 y| = |z|. 任 
何 非 零 数 的 绝对 值 都 是 正 的 ， 所 以 如 果 令 ce=|z|, 那么 e>0 且 |z 一 y=e. 这 
样 就 证 明了 3e > 0, 使 得 -(lz 一 y| < @)! 


反 证 法 ， 不 要 把 “ 反 证 法 ”和 “证 明 逆 否 命题 ”混为一谈 ， 反 证 法 是 完全 不 
同 的 东西 . 不 妨 设 我 们 要 证 明 A 一 > B， 如 果 假 设 A 为 真 但 B 为 假 ， 那 么 就 会 
出 现 严 重 的 错误 ， 我 们 最 终 会 得 到 一 个 矛盾 ， 一 些 违 反 基 本 数学 公理 或 定义 的 东 
西 ， 比 如 “0 = 1” 或 “5.3 是 整数 "， 当 这 种 情况 发 生 时 ， 我 们 就 证 明了 如 果 A 
为 真 ， 那 么 B 不 可 能 为 假 一 一 否则 数学 的 定义 就 会 月 误 . 


例 2.3 ( 反 证 法 ). 
我 们 来 证 明定 理 “V2 不 是 有 理 数 ”， 此 时 ， 如 果 把 该 定理 写成 A 一 > B 的 
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形式 ， 那么 B 就 是 “V2 不 是 有 理 数 ”". 注意 ， 这 里 并 不 存在 命题 A， 由 该 定理 
可 知 ， 除 了 通常 的 数学 公理 外 ，B 为 真 不 需要 任何 必要 条 件 ， 因此， 利用 逆 否 命 
题 证 明 是 行 不 通 的 .那么 反 证 法 可 行 吗 ? 假设 V2 属于 Q， 并 证 明 这 将 导致 可 怕 
的 错误 . 

在 开始 证 明之 前 ， 这 里 有 一 些 关于 数 的 一 般 事实 将 会 派 上 用 场 . 


事实 1. 任何 有 理 数 全 都 可 以 化 简 成 m 和 n 不 同时 为 偶数 的 形式 . 〈 如 果 
m 和 n 都 是 偶数 ， 那么 只 要 让 分 子 和 分 母 同时 除 以 2, 我 们 就 可 以 得 到 该 有 理 数 
的 更 简单 的 形式 . ) 

事实 2. 对 于 某 些 整数 a 和 5b， 如果 a = 25， 那 么 a 一 定 是 偶数 ， 因 为 它 可 
以 被 2 整除 . 

事实 3. 如 果 数 a 是 奇数 ， 那 么 a? 也 是 奇数 ， 因 为 a? 是 一 个 奇数 自 加 了 奇 


现在 开始 证 明 . 如 果 V2 是 有 理 数 ， 那 么 由 事实 1 可 知 ，V2 可 以 写成 一 个 
化 简 后 的 分 数 ， 因 此 存在 整数 m 和 mn (不 同时 为 偶数 ) 使 得 ( 叶 )? = 2. 于 是 
m2? 二 2n?， 由 事实 2 可 知 ，m2 一 定 是 个 偶数 .根据 事实 3， 如 果 mm 是 奇数 ， 那 
么 m2? 也 是 奇数 ， 所 以 m 一 定 是 偶数 . 

我 们 可 以 把 m 写成 22, 其 中 。 是 某 个 整数 ,那么 m2 = (20)? = 4b2, 这 意味 
着 m? 可 以 被 4 整除 . 那么 2n2 也 可 以 被 4 整除， 所 以 mn? 是 偶数 . 同样 地 ， 由 
事实 3 可 知 ，n 一 定 是 偶数 . 

等 等 ! 事实 1 告诉 我 们 , 如 果 V2 是 有 理 数 , 那么 它 可 以 写成 全, 其 中 mm 和 
不 同时 为 偶数 . 但 我 们 刚刚 证 明了 它们 都 是 偶数 ! 这 与 分 数 的 基本 公理 相 了 矛盾 , 所 
以 唯一 可 能 的 逻辑 结论 是 : 我 们 的 主要 假设 ( 即 V2 是 有 理 数 ) 一 定 是 错误 的 . 

顺便 说 一 下 ， 这 种 方法 同样 适用 于 证 明 任 何 素数 的 平方 根 都 是 无 理 数 . 


通常 认为 反 证 法 是 最 后 采用 的 办 法 . 在 很 多 情况 下 ， 如 果 你 用 反 证 法 证 明了 
某 个 定理 ， 那 么 你 也 可 以 用 相同 的 关键 步骤 来 直接 证 明 这 个 结论 . 不 过 , 在 V2 
的 例子 中 ， 情 况 并 非 如 此 .请 注意 ， 反 证 法 是 着 手 思 考 问题 的 好 方法 ， 但 你 也 要 
经 常 检验 自己 是 否 可 以 进一步 直接 证 明 结 论 ( 这 是 学 习 数 学 的 加 分 点 


归纳 证 明 . 数学 归纳 法 就 像 多 米 诺 骨牌 一 样 : 如 果 我 们 把 所 有 的 多 米 诺 骨牌 
都 摆好 , 然后 只 撞 倒 第 一 张 骨牌 , 那么 其 余 所 有 的 骨牌 都 会 倒 下 . 归纳 法 适用 于 需 
要 证 明 无 穷 多 种 情形 的 问题 ( 实际 上 ， 这 种 问题 一 定 包 含 可 数 无 穷 多 种 情形 ， 当 
学 到 第 8 章 时 ， 你 就 会 明白 这 意味 着 什么 ) 
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假设 我 们 能 够 通过 证 明 以 下 几 点 来 建立 多 米 诺 骨牌 : 当 定理 在 情形 1 下 成 立 
时 ， 它 在 情形 2 下 也 一 定 成 立 ; 当 定 理 在 情形 2 下 成 立时 ， 它 在 情形 3 下 也 一 
定 成 立 ; 以 此 类 推 . 概括 地 说 ， 我 们 只 需要 证 明 : 当 定 理 在 情形 n 一 1 下 成 立时 ， 
它 在 情形 n 下 也 一 定 成 立 . 现在 我 们 要 做 的 就 是 证 明定 理 在 情形 1 下 成 立 ， 即 撞 
倒 第 一 张 多 米 诺 骨牌 . 接 下 来 所 有 的 多 米 诺 骨牌 都 会 倒 下 ， 这 是 因为 由 假设 可 知 ， 
一 旦 定理 在 情形 1 下 成 立 , 那么 它 在 情形 2 下 也 成 立 ; 现在 情形 2 下 的 定理 成 立 
了 ， 那 么 在 情形 3 下 定理 也 一 定 成 立 ; 以 此 类 推 . 

拉倒 第 一 张 多 米 诺 骨 牌 会 更 容易 些 ， 所 以 我 们 通常 先 考虑 第 1 种 情形 ( 这 一 
步 称 为 基本 情形 ) 然后 我 们 假设 定理 在 第 mn 一 1 种 情形 下 成 立 (这 个 假设 称 为 归 
纳 假设 )， 并 证 明 它 在 第 n 种 情形 下 也 成 立 ( 这 一 步 称 为 归纳 步骤 ). 


例 2.4 (归纳 证 明 ). 

我 们 试 着 找 出 计算 前 个 自然 数 之 和 的 公式 ， 即 1 十 2 十 3 十 … 十 n. 使 用 

上 一 节 的 符号 ， 这 个 和 就 等 于 > 1?， 如 果 花 费 足够 的 时 间 来 考察 这 个 和 ， 你 可 
能 会 突然 找到 答案 ， 
人 


于 


你 可 以 代入 几 个 值 来 验证 一 下 这 个 公式 的 正确 性 ， 为 了 证 明 这 个 公式 ， 我 们 需要 
更 加 严格 的 证 明 ( 几 个 例子 并 不 能 构成 一 个 证 明 ， 因 为 它们 无 法 排除 存在 反例 的 
可 能 性 ) 我 们 要 证 明 这 个 公式 适用 于 所 有 可 能 的 正 整数 n， 因 此 ,归纳 法 可 能 是 
最 好 的 选择 . 

1. 基本 情形 ， 我 们 只 需要 证 明 当 n = 1 时 公式 成 立 ， 由 于 了 Liz = 1= 
H+ ， 因 此 第 一 步 就 完成 了 ， 哇 哦 ! ( 基本 情形 通常 都 很 简单 . ) 

2. 归纳 步骤 ， 由 归纳 假设 可 知 ， 我 们 要 假设 公式 适用 于 n 一 1 的 情形 ， 因 
此 不 妨 设 半生 1 = 地， 利用 这 个 假设 ,我们 要 证 明 该 公式 对 n 成 立 ， 即 
i 二 个 ， 通 过 替换 和 化 简 ， 我 们 得 到 


n n—1 
ne. i _ (nDn ， mn 2n nrn n(n+t+l) 
> (i) + De 
这 一 步 就 完成 了 ! 
尽管 这 看 起 来 好 像 太 简单 了 ， 但 记 住 这 并 不 神奇 ， 我们 没有 “ 自 举 ”证 明 或 


使 用 循环 逻辑 ， 我 们 只 是 按照 归纳 步骤 来 推导 ， 即 “如 果 它 适用 于 1， 那 么 它 也 
适用 于 2; 如 果 它 适用 于 2， 那 么 它 也 适用 于 3; 依 此 类 推 ”， 因 为 基本 情形 “ 它 
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适用 于 1” 是 成 立 的 , 所 以 我 们 就 证 明了 它 适用 于 每 一 个 可 能 的 正 整 数 n( 即 , 适 
用 于 N 中 的 每 一 个 n). 

分 两 步 直 接 证 明 . 到 目前 为 止 ， 我们 已 经 讲 过 的 所 有 技巧 都 没有 展示 如 何 直 
接 证 明 A 一 > B， 即 假设 A 为 真 ， 然 后 通过 逻辑 步骤 推出 B 为 真 . 

要 想 得 出 一 个 直接 证 明 ， 你 需要 反复 思考 一 段 时 间 ， 直 到 你 找到 了 问题 的 症 
结 并 弄 清楚 该 如 何 解决 它 为 止 .在 很 多 情况 下 ， 关 键 是 要 找到 一 些 合适 的 函数 或 
变量 ， 使 问题 变 得 清晰 明了 . 除非 你 写 的 是 一 本 教科 书 ， 否 则 读者 并 不 关心 你 是 
如 何 解 决 这 个 难题 的 ， 他 们 只 想 知道 这 个 定理 为 什么 成 立 ， 一 旦 确定 了 证 明定 理 
所 要 使 用 的 关键 步骤， 下 一 步 你 只 需要 以 线性 方式 清晰 地 写 出 该 定理 即 可 . 
例 2.5 (分 两 步 直接 证 明 ). 

在 微 积 分 中 ,我们 把 函数 的 极限 定义 为 :lim f(z) = 9， 当 且 仅 当 对 于 任意 
e > 0， 存 在 某 个 6 > 0 使 得 


Iz—p|<5=—>|f(7) -qd <e 


当 你 学 到 连续 性 时 ， 会 更 详细 地 理解 其 中 的 含义 ， 不 过 ， 现 在 让 我 们 看 看 下 面 这 
个 命题 :“ 令 f(z) = 37+1， 则 lim f(z) = 7. ”这 个 结论 应 该 是 正确 的 ， 因 为 所 
有 多 项 式 都 是 连续 的 ， 这 个 命题 的 证 明 方法 有 很 多 种 ， 但 我 们 试 着 用 刚才 看 到 的 
定义 去 直接 证 明 . 

首先 ,需要 做 一 些 工 作 来 找 出 关键 步 又. 对 于 每 一 个 可 能 的 e > 0, 我 们 要 找 
到 合适 的 5 > 0 使 得 


lz 一 2?| < 6 一 | jz) 一 7|<e， 
也 就 是 
0+2<7X<+2—> -ec<37—-6<¢. 
因此 所 求 的 6 要 使 得 


一 E 十 0 < 十 6 
3 学 
于 是 ， 只 需要 令 
E 十 € 
0 十 2 0 
3 3 


既然 已 经 找到 了 合适 的 5, 接 下 来 就 可 以 简明 地 写 出 证 明 过 程 : 对 于 任意 e > 
0, 令 5= $5. 于 是 56>0, 并 且 


lz-pl <5— lr-2l<s 
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一 > 2 一 一 2 十 一 
3 十 
一 全 一 <37 一 0<e 
Ee 


=—>|f(7z) -qd < 
这 样 就 得 到 了 lim(3z +1)=7. 


关于 证 明 ， 这 里 再 给 出 一 点 提示 : 如 果 你 遇 到 了 困难 ， 请 看 看 还 有 哪些 已 知 
条 件 没有 使 用 .在 前 面 的 例子 中 ， 唯 一 可 用 的 “事实 ”是 极限 的 定义 .但 是 在 后 
面 的 章节 中 ， 你 将 有 大 量 的 定义 和 定理 可 供 参 考 . 一 个 被 你 遗忘 的 “事实 ”很 有 
可 能 是 让 你 走出 困境 的 关键 . 

在 后 面 的 章节 中 ， 我 们 将 把 这 个 象征 着 Q.E.D. 的 符号 口 放 在 每 一 个 证 明 
的 末尾 . 它 代表 拉丁 文 quod erat demonstrandum ， 基 本 意思 是 (我 随意 解释 一 
下 )“ 我 们 已 经 证 明了 我 们 说 过 要 证 明 的 东西 ”. 

我 们 要 出 发 了 ! 现在 你 已 经 知道 了 实 分 析 入 门 所 需要 的 一 切 预备 知识 .按照 
之 前 的 承诺 ， 我 们 将 在 下 一 章 学 习 集 合 ， 然 后 再 考察 实数 . 


第 3 章 集合 论 


在 开始 学 习 实 分 析 之 前 ， 了 解 集合 的 基本 知识 〈 以 及 如 何 处 理 它们 ) 会 非常 
有 用 . 集合 是 什么 ? 好 吧 ， 并 非 所 有 数 都 是 实数 .事实 上 ， 我们 要 考察 的 “事物 ” 
并 不 都 是 数 . 集合 是 一 个 有 用 的 抽象 概念 ， 集 合 包含 元 素 ， 元 素 可 以 是 实数 、 虚 
数 、 美 元 、 人 、 白 鲸 ， 等 等 . 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 回顾 描述 抽象 集合 的 基本 符 导 和 定理 . 当 提 到 数学 运算 
时 ,你 通常 会 想到 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 . 然而 , 集合 的 基本 操作 却 是 并 集 、 交 
集 和 补 集 . 
定义 3.1 (集合 ). 集合 是 一 堆 元 素 的 集体 ， 包 含 无 穷 多 个 元 素 的 集合 称 为 无 限 集 . 
例 3.2 (集合 ). 

下 面 是 一 些 集合 及 其 符号 的 例子 : 


。 {1,2,3} 

包含 数 1、2 和 3 的 集合 . 用 1 e {1,2,3} 来 表示 1 是 集合 中 的 元 素 . 
。A 

名 字 为 4 的 集合 

A = {1,2,3} 

包含 数 1、2 和 3 的 集合 4. 

{a, b,c} 

含 元 素 a、b 和 c 的 集合 4 (这 些 元 素 不 一 定 是 数 ) 

{A, B,C} 

含 元 素 4、 和 C 的 集合 . 集合 通常 用 大 写字 母 来 表示 ， 因 此 这 个 集 
合 可 能 包含 其 他 三 个 集合 . 
。 民 
包含 全 体 实 数 的 集合 .例如 ，r e 民 ， 这 是 一 个 无 限 集 . 

{zeR|z<3} 

这 个 符号 读 作 :“R 中 所 有 小 于 3 的 z 的 集合 ” ， 因 此 这 是 全 体 小 于 3 的 
实数 的 集合 。 这 也 是 一 个 无 限 集 . 

{pe Alp@z 3} 
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集合 4 中 所 有 不 等 于 3 的 元 素 的 集合 ， 稍 后 将 会 看 到 ， 这 个 集合 也 可 以 
表示 为 A\ {3}， 即 集合 4 中 去 掉 由 单个 元 素 3 构成 的 集合 . 
ee 何 
这 个 集合 在 每 个 数学 家 心中 都 占有 特殊 的 位 置 . 它 称 为 空 集 ,也 就 是 : 没 
有 元 素 的 集合 .任何 不 是 空 集 的 集合 都 称 为 非 空 集 . 
。|4|=3 
这 个 符号 表示 4 的 大 小 是 3， 所 以 4 包含 3 个 元 素 . 注意 ，|{4}| 不 一 
定 等 于 |4|， 第 一 个 集合 只 包含 集合 4， 其 大 小 是 |{4}| = 1， 但 是 如 果 
4 包含 100 个 元 素 ， 那 么 |4| = 100. 
定义 3.3 (索引 族 ). 
如 果 每 一 个 i€E 了 都 对 应 着 一 个 集合 A;， 那 么 of = {A;|ie 了 T} 就 是 索引 集 
为 了 的 集合 4 的 索引 族 . 
在 某 些 情况 下 ， 当 我 们 要 处 理 任意 索引 集 ( 其 元 素 为 a ) 时 ， 可 以 将 集合 的 
索引 族 写成 {4s。}， 这 种 类 型 的 索引 族 也 称 为 集合 族 . 


例 3.4 (索引 族 ). 
对 于 所 有 mn EN， 如 果 4 = {1,2,n2}， 那 么 43 = {1,2,9}. 于 是 ， 如 果 


A ={An|neN,n<10}, 


8 = {{1,2,1},{1,2,4},... ,{1,2,100}}. 
注意 ， 索 引 族 不 一 定 是 有 限 集 ， 在 这 个 例子 中 ， 如 果 
B={A,|ne N}, 
那么 多 是 包含 无 穷 多 个 集合 的 集合 ， 就 像 这 样 


B= {{1,2,1},{1,2,4}),{1,2,9},.…}. 


不 要 被 集合 {1,2, 1} 迷惑 . 它 与 集合 {1,2} 是 一 样 的 ,只 是 书写 方式 更 元 余 而 已 . 
例如 ， 如 果 我 们 有 一 个 集合 {1}， 那 么 你 可 以 把 它 写成 {1,1,1,1}. 
但 是 请 不 要 这 么 做 . 


定义 3.5 ( 子 集 ). 

如 果 集 合 4 中 的 每 一 个 元 素 也 都 是 集合 BB 的 元 素 , 那么 集合 4 就 是 集合 万 
的 子 集 , 记 作 ACB 或 者 BDA， 此 时 ,，B 称 为 4 的 超 集 . 

如 果 集 合 4 与 集合 BB 具有 完全 相同 的 元 素 ， 那 么 集合 4 就 等 于 集合 B， 
记 作 4 = B. (如 果 两 个 集合 相等 ， 那 么 它们 就 是 同一 个 集合 ，) 这 就 相当 于 说 
“ACBEBCA”. 

如 果 集 合 4 的 每 一 个 元 素 也 都 是 集合 BB 的 元 素 ， 但 集合 BB 在 集合 4 之 外 
还 有 一 些 其 他 元 素 ， 那 么 集合 4 就 是 集合 B 的 真子 集 , 记 作 ACB 或 BD Ah. 
用 符号 表示 即 : 


ACB < ACBHAzB. 


例 3.6 ( 子 集 ). 

如 果 4= {1,2} 且 B= {1,2,3},， 那么 A C B. 更 进一步 , Ac 万 . 

使 用 例 3.2 中 的 符号 ,我们 有 {x|x 是 实数 } = 民 ， 另 外 ， 由 于 每 个 有 理 数 
都 是 实数 ， 所 以 Q C 及 .更 进一步 ，Q C 及 ， 这 是 因为 有 些 实数 不 是 有 理 数 ( 例 
如 V2) 


奇怪 的 不 精确 的 数学 惯例 .出 于 某 种 原因 ， 即 使 集合 4 可 能 等 于 集合 B, 传 
统 的 表示 法 也 是 写成 4 C B 而 不 是 4 S B. 我 知道 这 与 之 前 的 写法 相 矛 盾 ， 这 
只 是 我 采用 的 一 种 惯例 ， 从 而 使 你 能 习惯 大 多 数 数学 家 的 书写 方式 ， 因 此 ， 当 你 
看 到 4 C B 时， 除非 明确 声明 ， 和 否则 不 要 假定 4 是 B 的 真子 集 . 


为 了 进一步 迷惑 你 . 注意 , 4 e B 和 4 Cc B 这 两 种 书写 方式 是 有 区 别 的 . 前 
者 意味 着 B 是 一 组 集合 的 集合 ， 而 集合 4 是 其 元 素 之 一 ,而 后 者 意味 着 B 包含 
4 中 的 所 有 元 素 . 

例如 , 令 4 = {1,2}. 为 了 得 到 AeB,B 必须 形 如 {1{1,2},{3,4}),{1},{100}} 
(所 以 是 由 一 组 集合 构成 的 集合 ) ”如果 4 Cc B， 那 么 B 形 如 {1,2,3, 100}. 


定理 3.7 (每 个 集合 都 包含 空 集 ). 对 于 任意 集合 4， 有 @ CA 


注意 ,我 们 不 能 说 “@ 是 所 有 集合 4 的 真子 集 *"， 因 为 4 可 能 等 于 空 集 . 


证 明 . 我 们 必须 证 明 &g 的 每 个 元 素 也 都 是 4 的 元 素 ， 但 是 C 不 包含 元 素 ， 故 其 
所 有 元 素 均 在 4 中 . 
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定义 3.8 (区 间 ). 
开 区 间 (a,5) 是 集合 
(a,b)= {zeER|lIa<z<0}. 


闭 区 间 [a,b] 是 集合 
[la,b|= {zeEeRla<z < 0}. 
半 开 区 间 是 集合 
[la,b) = {zeEeRla<z<0)}, 


(a,b|={zeRla<zx <ob}. 


有 些 人 也 称 开 区 间 为 线段 , 称 闭 区 间 为 ( 普通 的 ) 区 间 , 但 这 个 术语 有 点 过 时 
了 【〔 而 且 更 容易 造成 混淆 )， 为 了 保持 一 致 性 ， 我 们 将 坚持 使 用 术语 开 区 间 (a, 5) 
和 闭 区 间 [a, 0]. 
例 3.9 (区 间 ). (3,3) 是 开 区 间 ，[0, 99.5] 是 闭 区 间 . 它们 都 是 实数 集 的 子 集 . 
定义 3.10 (并 集 和 交集 ). 
集合 4 与 B 的 并 集 是 由 4 的 所 有 元 素 和 B 的 所 有 元 素 共同 构成 的 集合 . 
A 与 B 的 并 集 用 符号 来 表示 即 : 
AUB={z|xeA 或 x EB}. 
集合 4 与 B 的 交集 是 由 既 包 含 在 4 中 又 包含 在 BB 中 的 所 有 元 素 构 成 的 集合 . 
A 与 B 的 交集 用 符号 来 表示 即 : 
ANB= {rl|zeAE reB}. 
如 果 4MmB=@， 那 么 4 与 B 不 相交 ， 否则 ,我 们 说 4 与 B 相交 . 
例 3.11 (并 集 和 交集 ). 
并 集 {1,2,3}U {3,4,5} 是 {1,2,3,4,5}， 也 可 以 记 作 {ne N|I1<n<5}. 
交集 {1, 2,3} mn {3,4,5} 是 集合 {3}， 它 由 单个 元 素 3 组 成 . 


由 于 区 间 都 是 集合 , 所 以 我 们 可 以 对 区 间 取 并 集 和 交集 . 例如 , [1, 3]U[2, 和 = 
1, 各，[1,3 引 nn 2, 和 = 已 3 注意 ，(1,3)U (3,5) 了 关 (1,5)， 而 是 


(1,3)U(3,5)= {z ERI1<z<3 或 3<zx<5}, 
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因此 (1,3) U (3,5) 是 这 个 并 集 最 简单 的 写法 .另外 ，(13)m (3,5) = 2. 

记 住 ， 由 定义 可 知 ， 区 间 只 包含 实数 . 我们 把 a 与 5 之 间 全 体 有 理 数 的 集合 
记 作 (wmnaQ. 注意, QUR=R 且 QNR=Q&. 

最 后 一 个 例子 是 关于 并 集 和 交集 的 一 些 简 单 事实 . 


事实 1. 对 于 任意 集合 4， 有 


AUA=A=ANA. 
事实 2. 如 果 x 属于 4 或 xz 属于 B， 那 么 我 们 也 可 以 说 xz 属于 B 或 x 属 
于 A (我 们 只 是 交换 了 顺序 )， 这 使 得 下 面 的 交换 律 和 结合 律 显 然 成 立 : 
AUB=BUA 是 (AUB)UC=AU(BUO), 
ANMB= BNA 8 (ANB)NMNC= AN(BNMOC). 
事实 3. 4UG = 4 且 4ng = SC. 因此 ， 每 个 集合 都 与 空 集 不 相交 . 
定理 3.12 (并 集 和 交集 的 性 质 ). 
对 于 任意 集合 4 与 集合 已 ， 下 列 性 质 均 成 立 . 


性 质 1. 4C(4UB) 且 423(04nB). 
性 质 2. 当 且 仅 当 AUB=B 时 AcB. 
性 质 3. 当 且 仅 当 ANMB=A4 时 AcB. 
性 质 4. 对 于 任意 mEN， 有 


AU(BINBN:::NMB,)= (AUB)N(AUB,)N:...N(AU DB,). 
性 质 5. 对 于 任意 ne N， 有 
AN(BiIUB2U:.:.UB,)= (ANB)U(ANB,)U:...U(ANB,). 
证 明 . 这 些 性 质 的 证 明 都 非常 简单 . 试 着 把 性 质 3 和 性 质 5 的 证 明 补 充 完整 . 


性 质 1. 令 zxe A. 那么 ze A 或 iEB. 

对 于 第 二 个 结果 , 令 ze ANB. 那么 zeA 有 旦 xe B, 因此 xeA4. 

性 质 2. 假设 4 c B. 如 果 我 们 能 证 明 Bc (A4UB) 和 BD(AUB),， 那么 
就 证 明了 AU B= B. 根据 刚刚 证 明 的 第 一 条 性 质 ，B C (4 UB) 是 成 立 的 . 根 
据 假设 4 c B， 将 该 式 两 端 同时 与 B 做 并 集 就 会 得 到 (AU B) Cc (BUB)=B， 
结论 得 证 . 
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为 了 证 明 另 一 个 方向 , 假设 AUB = B. 同样 由 第 一 条 性 质 可 得 A C (AUB)， 
于 是 Ac(4UB)=B, 因此 AcB. 
性 质 3. 这 个 证 明 与 上 一 个 证 明 几 乎 相同 . 


定理 3.12 中 性 质 3 的 证 明 

假设 4 C B， 我 们 想 要 证 明 4 C (4nB) 和 .第 一 个 结果 
显然 成 立 : 由 于 A C B, 如 果 x e 4, 那么 ， 因 此 , 如 果 x e A4，,， 那 
么 Te A 和 且 ze B. 第 二 个 结果 可 以 利用 得 到 . 

反 过 来 , 假设 . 利用 第 一 条 性 质 , B > ,于 是 
有 A4= CB. 


性 质 4. 下 面 给 出 一 些 符 号 ， 用 来 简化 我 们 要 证 明 的 内 容 : 


4 (Ms) = 和 aom 


Ss 和 


大 交集 符号 与 求 和 符号 >);_; 的 工作 方式 相同 ， 我 们 首先 证 明 


AU (Os) C NavuB,), 


#1 tl 


然后 证 明 


Nn 


4 (Ms) > A 


4 

这 条 性 质 的 说 明 见 图 3.1， 通 过 绘制 类 似 的 文 氏 图 ， 你 可 以 更 好 地 理解 并 集 
和 交集 的 概念 ， 作 图 时 ， 要 确保 图 中 包含 所 有 可 能 的 交集 ， 例 如， 如 果 你 画 了 另 
一 个 叫 作 Bs 的 区 域 , 而 它 看 起 来 只 与 4 相交 (而 与 B; 和 B。 都 不 相交 )， 那么 
最 后 可 能 会 得 到 关于 这 些 集合 的 错误 结论 . 

令 ze AU([_1B;),， 那么 x € 4 或 ze 站 i_i Bi， 如果 xz e 4， 那么 对 
于 每 一 个 ? 均 有 ze 4U B; (这 是 因为 由 第 一 条 性 质 可 知 A C (4U Bi) )， 于 是 
ZE 站 (4UBi). 如 果 ze 门 ;_1 B;， 那么 对 于 每 一 个 i 均 有 ze B;， 因 此 对 于 
每 一 个 i 都 有 xe AUB;, 于 是 xe 门 (AU B,). 

为 了 得 到 这 个 子 集 等 式 的 另 一 个 方向 ， 猜 猿 我 们 要 做 什么 ? 要 做 几乎 完全 一 
样 的 事情 . 令 ze 门 _1(4U Bi)， 那 么 对 于 每 一 个 1 均 有 ze 4U B;. 现在 , 我 
们 将 其 分 为 两 种 可 能 的 情形 : 


图 3.1 阴影 区 域 是 AU (BiNn Bz) = (AU Bi)N(AU Pa) 


情形 1. z < 4. 显然 ze AU (站 1 Bi). (为 什么 ? 因为 4C 4U(m B;). 
看 到 我 们 是 如 何 继续 使 用 第 一 条 性 质 了 吗 ? ) 

情形 2. x 4 4. 那么 z 一 定 属于 每 一 个 Bi; (因为 z 或 者 属于 4 或 者 属于 
每 一 个 B;) 于 是 ze 门 ”已 ,进而 zc4u( 门 ;已 ). 

性 质 5. 这 些 论述 远 没 有 看 上 去 那么 复杂 ， 只 要 使 用 “4 C 巨 且 42 一 
4 = B” 的 技巧 就 行 了 .对 于 证 明 的 每 一 个 方向 ,我 们 只 考察 集合 中 的 一 个 元 素 ， 
看 看 由 它 可 以 轻松 得 出 哪些 结论 .我 已 经 把 这 部 分 证 明 简 写成 符号 和 箭头 ， 从 而 
使 你 能 快速 地 把 它 补充 完整 . 但 首先 要 画 一 幅 像 图 3.1 那样 的 图 ， 这 样 你 就 可 以 
直观 地 理解 这 个 结论 为 什么 成 立 . 


定理 3.12 中 性 质 5 的 证 明 
AN (U1 Bi) CU?1(4n Bi)， 因 为 : 


4 


一 全 2 和 E (存在 某 个 i) 
一 ” 或 zeANB, 或 .… 或 


i=1 
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另 一 方面 ， ， 因 为 : 
zelj4nB) 一 (存在 某 个 i) 
ee 
一 全 且 (存在 某 个 ;1) 


一 ze4 且 zeljB， 
下 


一 全 


定义 3.13 (索引 族 中 的 并 集 和 交集 ). 

索引 族 of = {Ai;|ieE 了 中 集合 的 并 集 iey 4; 定义 为 至 少 包含 在 某 一 个 A; 
中 的 元 素 的 集合 . 

索引 族 27 = {Ai|i Ee 了} 中 集合 的 交集 门 ,。y Ai 定义 为 包含 在 每 一 个 A; 中 
的 元 素 的 集合 . 


注意 ， 这 种 表示 法 使 我 们 可 以 处 理 无 限 并 集 和 无 限 交 集 . 定理 3.12 的 性 质 4 
和 性质 5 也 同样 适用 于 无 限 并 集 和 无 限 交集 的 情形 .在 论证 中 ,我 们 不 需要 假设 
索引 i 属于 一 个 有 限 索引 集 . 


例 3.14 (索引 族 中 的 并 集 和 交集 ). 

在 符号 表示 中 , 注意 UR 4 = Unen hn 且 门 ;4% = 站 wen An. 当然, 全 
体 自然 数 的 无 限 并 集 就 是 Us ,{n} = N. 

对 于 任意 a, 令 4A。 = {oj. 那么 UL 4s = 民 且 门 n As = 必 实际 上 ， 
对 于 任意 索引 集 1， 我 们 都 有 Ucyfa} = 了 T 和 门 ,ej{a} = @.? 

对 于 任意 ne N, 令 4 = (1,1). 那么 U>, 4 = (-1,1). 为 什么 ? 对 于 
任意 m >n, 均 有 4,, C 4A， 所 以 由 定理 3.12 的 性 质 3 可 知 ， 这 个 并 集 就 是 索 
引 族 中 最 大 的 集合 ， 即 下 标 最 小 的 集合 4， 于 是 


A, = Ai = (—1, 1). 


C8 


1 


@ 注意 例外 情形 ， 当 了 是 单元 素 集 时 ,， 门 。_;{fa] = 了 关 2， 一 一 编者 注 


对 于 任意 ne N, 令 4 = [0, 2 一 二 ]. 那么 U1 4 = [0, 2). (注意 ,这 是 
一 个 半 开 区 间 . 这 个 区 间 不 包含 数 2， 因 为 不 存在 ne N 使 得 2 e 4 ) 为 什么 ? 
当 学 到 定理 5.5 时 , 我 们 才能 理解 该 结论 为 什么 成 立 . 另外 , 门 1 4 = [0,1. 为 
什么 ? 对 于 任意 mm > n, 均 有 4 D> 4 ， 所 以 由 定理 3.12 的 性 质 3 可 知 ， 这 个 
交集 就 是 索引 族 中 最 小 的 集合 ， 即 下 标 最 小 的 集合 4， 于 是 


站 A “一 41 wn [0， 1]. 
二 1 


定义 3.15 ( 补 集 ). 
集合 4 在 另 一 个 集合 BB 中 的 补 集 是 由 属于 B 但 不 属于 4 的 元 素 构成 的 集 
合 ， 记 作 在 B 中 4C， 或 者 记 作 B\A. 
用 符号 来 表示 在 B 中 4 的 补 集 ， 即 : 
B\A={xeBlz¢A}. 


例 3.16 ( 补 集 ). 

在 了 中，[-3,3] 的 补 集 是 (-oo,-3) U (3,co)，(-3,3) 的 补 集 是 (一 00,3]U 
[3, co)， 注意 , 在 及 中 ，Q 人 5 是 全 体 无 理 数 的 集合 

对 于 任意 集合 4 与 集合 B, 均 有 (4A4UB)\B=A\B 和 Un s = 8. 
如 果 4 cB, 那么 A\B=%.((ANB)\B=% 就 是 这 个 结论 的 一 个 实例 ， 原 
因 在 于 (4N B)cB.) 

集合 4 的 补 集 的 补 集 就 是 那些 不 是 不 属于 4 的 元 素 所 构成 的 集合 ， 也 就 是 
集合 4 本 身 . 因此 ， 我 们 总 有 B\(B\ 4)= 

我 们 还 可 以 用 补 集 来 描述 不 包含 某 些 元 素 的 集合 . 例如 ,如 果 4 = {1,2, 100}， 
那么 4\{100} 就 是 4 中 {100} 的 补 集 ， 它 包含 4 中 除了 元 素 100 以 外 的 所 有 
元 素 ， 即 集合 {1, 2}. 

接 下 来 的 定理 是 一 个 几乎 适用 于 所 有 数学 领域 的 标准 结论 .这 个 定理 以 Au- 
gustus De Morgan 的 名 字 命 名 ， 因 为 Augustus De Morgan 正式 确立 了 该 定理 在 
逻辑 学 领域 的 类 似 定理 : 对 于 两 个 命题 4 和 BB， 有 


-( 和 4 或 B) < 全 (-4) 且 (一 万 ) 
nm(4 且 万 ) < (-4) 或 (一 万 ). 
SS 3.17 ( 德 摩根 律 ). 


忆 。 表示 任意 一 族 ( 有 限 个 或 无 穷 多 个 ) 集合 , 令 所 有 羽 。 都 是 集合 X 的 
于 全- We 我 们 将 简写 成 “6”， 而 不 是 “在 中 EC”.) 
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0 -Uao) 
看 看 这 两 个 命题 与 前 面 给 出 的 两 个 逻辑 结果 有 什么 相似 之 处 ? 并 集 对 应 逻辑 


运算 符 “ 或 ”， 而 交集 对 应 逻辑 运算 符 “ 且 ”， 德 摩根 律 基本 上 是 说 并 集 的 补 集 就 
是 各 补 集 的 交集 ， 反 之 亦 然 . 看 一 看 图 3.2， 和 开明 白 该 定律 为 什么 有 意义 . 


图 3.2 ”阴影 区 域 是 (EU 本 UP = EF NESNEY 


O 证 明 . 你 要 如 何 证 明 该 定律 呢 ? 你 可 能 会 在 房间 里 四 处 走动 以 使 自己 更 清醒 一 些 ， 
但 却 被 电视 节目 分 散 了 注意 力 ， 你 意识 到 自己 可 能 太 累 了 ， 于 是 去 喝 了 杯 咖 啡 ， 
却 偶遇 了 一 位 年 初 认识 的 人 ， 你 已 经 忘记 了 这 个 人 的 名 字 (于 是 你 笨拙 地 挥 了 挥 
手 )， 接 着 就 跑 回 房间 ， 想 看 看 锻炼 是 否 会 有 所 帮助 ， 又 发 现 这 是 个 非常 糟糕 的 
主意 ， 因 为 现在 你 更 累 了 ， 满 身 是 汗 ， 然 后 你 坐 下 来 ， 盯 着 书本 发 果 …… 
然 顿 悟 :“ 嘿 ! 我 可 以 采用 作者 在 上 亿 次 证 明 中 所 使 用 的 方法 !” 没 错 : 只 需要 令 
二 (UJ, Bo)“ 和 B= 门 ,(B9$)， 然后 证 明 A4cCcB 且 BC 有 A 即 可 . 
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令 ze 4, 那么 由 补 集 的 定义 可 知 ze 对 且 x Us。 Bs。 因此 z 不 属于 任意 
一 个 BE， 所 以 xz 属于 每 一 个 BC. 于 是 ze 站 (BEC) = B， 从 而 有 4 c B. 

现在 , 令 x e B， 那 么 对 于 任意 a, 均 有 ze ES,， 所 以 zeX 且 7 不 属于 
任意 一 个 Es， 于是, z 4 Us Bo， 因此 x e (Us Bs)” = A, 从 而 有 BC 4 

现在 ， 为 了 得 到 第 二 个 结论 ， 我 们 只 需要 做 补 集 ， 因 为 {Bs} 是 任意 一 族 集 
合 ， 所 以 我 们 可 以 把 已 经 证 明 的 结论 应 用 到 索引 族 {B56} 上 ， 从 而 得 到 


C 
(U 只 es 
对 两 端 同时 取 补 集 就 得 到 了 我 们 想 要 的 结论 ， 即 UB = (站, 6,)5. 

当 你 看 到 这 样 一 个 简单 而 又 严密 的 证 明 时 ， 你 的 视线 会 很 自然 地 继续 向 前 移 
动 ， 同 时 点 头 说 “是 的 ， 这 是 有 道理 的 ”， 但 你 并 没有 真正 理解 发 生 了 什么 . 为 了 
确保 你 的 注意 力 集 中 (并 真正 熟练 掌握 集合 的 相关 知识 ) ， 请 把 这 个 证 明 抄 写 到 
笔记 本 上 ， 然 后 再 把 该 证 明 默写 到 另 一 张 纸 上 . 

已 经 完成 证 明了 吗 ? 没 错 ， 你 可 以 去 睡觉 了 . 

不 久 , 我 们 就 要 开始 利用 数 (填空 ! ) 来 研究 实 分 析 . 实数 集 实际 上 是 
一 个 有 序 域 . 有 序 域 是 一 种 特定 类 型 的 集合 ， 我 们 将 在 第 5 章 中 讨论 有 序 域 的 性 
质 . 但 首先 ， 我 们 要 学 习 边 界 的 相关 知识 . 
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自然 数 是 可 以 计数 的 数 ; 整数 包含 0、 自 然 数 及 其 相反 数 ; 有 理 数 是 通过 整 
数 做 除法 运算 得 到 的 ; 实数 则 是 …… 实 数 到 底 是 什么 呢 ? 当然 ， 实 数 是 由 有 理 数 
和 无 理 数 共同 构成 的 , 但 无 理 数 只 不 过 意味 着 “不 是 有 理 数 ”“， 我 们 没有 定义 这 些 
数 的 真正 含义 . 

我 们 将 在 下 一 个 定理 中 看 到 , “V2 不 包含 在 Q 中 ”这 一 事实 使 得 有 理 数 集 
中 留 下 了 一 个 “ 洞 ”， 这 样 就 形成 了 没有 最 小 数 的 子 集 和 没有 最 大 数 的 子 集 . 这 些 
洞 使 得 Q 缺少 了 上 确 界 这 一 特殊 性 质 . 

为 了 填 满 这 些 洞 ， 我 们 构造 了 Q 的 一 个 超 集 民 ， 它 具有 上 确 界 的 性 质 . 


定理 4.1 (Q 有 “ 洞 ”). 存在 没有 最 小 数 的 有 理 数 的 子 集 ， 也 存在 没有 最 大 数 的 
有 理 数 的 子 集 . 


证 明 . 对 于 这 个 定理 ， 举 例证 明 就 足够 了 .我 们 只 需要 找到 Q 的 一 个 没有 最 小 数 
的 子 集 , 以 及 另 一 个 没有 最 大 数 的 子 集 就 行 了 .( 如 果 想 更 专业 一 些 , 你 会 注意 到 
定理 说 的 “ 子 集 ” 是 复数 形式 ， 所 以 对 于 每 一 种 类 型 的 子 集 ， 我 们 都 应 该 找 两 个 
例子 . 如 果 这 对 你 来 说 有 些 困难 , 那 就 把 找 出 每 种 类 型 的 另 一 个 例子 留 作 练 习题 . 
阿 哈 ! 这 就 是 你 从 专业 性 上 获得 的 东西 . ) 

由 例 2.3 可 知 ，V2 &Q. 设 4 是 由 满足 p<2 且 p>0 的 所 有 pe QQ 构成 
的 集合 .为 了 证 明 4 没有 最 大 数 ， 我 们 必须 证 明 对 于 4 中 的 任意 一 个 元 素 ， 在 
集合 4 中 一 定 存在 比 它 更 大 的 元 素 . 用 符号 表示 ， 即 : 


pE 4 一 > 3ge 4 使 得 g> vy. 


经 过 一 段 时 间 的 摸索 ， 我 们 发 现 9 = 2 号 是 可 行 的 .在 定理 5.8 的 证 明 中 ， 我 


p+2 


们 会 给 出 一 个 一 般 公式 来 求 像 g 这 样 的 数 . ) 我 们 有 
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太一 2 
D 十 2 


一 一 


因为 到 < 2,， 所 以 到 一 2 < 0; 因为 p>0, 所 以 p+2>0. 于 是 至 汪 <0， 从 
而 p22 > 7 换言之 ， d > 0. 


了 十 2 
我 们 还 要 证 明 gq? < 2 (从 而 保证 ae 4) 我 们 有 
2 (2p 证 2)? 
人 (p+ 2)? 
(4p? +8p+ 人 一 2(P 十 4p 十 4) 
(p+ 2)? 

_ 2(p? 一 2) 
“2 


同样 地 ， 由 p? < 2 可 知 2(p2? 一 2) < 0, 由 p> 0 可知 (p 十 2)? > 0. 于 是 
2 和 < 0， 进 而 有 到 一 2 < 0. 

为 了 找到 Q@ 的 一 个 没有 最 小 数 的 子 集 , 设 B 是 满足 p? >2 且 p>0 的 所 有 
p € Q 的 集合 .这 里 我 们 需要 证 明 “p e B 一 > 3qg € B 使 得 g < p”. 事实 证 明 ， 
上 面 的 g 对 B 也 适用 ! 为 了 证 明 g <p 和 且 q? > 2， 请 把 下 面 的 空白 补充 完整 . 


证 明 Q 的 子 集 BB 没有 最 小 数 
根据 之 前 的 讨论 ， 我 们 知道 


4 一 D 一 
因为 对 于 任意 p € 均 有 p? > 2， 所 以 2(p2 一 2) 0. 由 p> 0 可 知 
2D 十 2 > 0. 于 是 gq 等 于 p 减 去 某 个 正 数 ， 所 以 gq < 7 
另外 ， 我 们 有 
多 一 2 
由 22 > 2 可 知 > 0, 由 p> 0 可 知 >0. 因 此 gqg2?-2>_  . 


稍 后 ， 我 们 将 回顾 集合 4 与 集合 B. 我们 有 


4=tpsQI 六 <2 且 pp>0}， 
B={peQ|lp” >2 有 p>0}. 
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换 句 话说 ， 它 们 可 以 记 作 
A= (0,V2)N®Q, 
B= (V2,0%)NQ. 
为 了 证 明 前 面 的 定理 , 我 们 想当然 地 认为 Q@ 的 元 素 可 以 按 顺 序 排列 , 每 个 有 
理 数 都 夹 在 另外 两 个 有 理 数 之 间 . 这 个 性 质 使 Q 成 为 一 个 有 序 集 , 我 们 应 该 更 严 
格 地 来 定义 有 序 集 . 
定义 4.2 (有 序 集 ). 
集合 9 上 的 顺序 是 一 种 关系 ， 记 作 <， 它 具有 下 列 性 质 . 
性 质 1. 对 于 z,y €E S， 以 下 结论 恰好 有 一 个 成 立 : 
TXT<Yy 或 X=Yy 或 Yy<x. 
性 质 2. 对 于 x,y,zE5S, 如 果 xX<y 且 y<z 则 zxX<z. 
如 果 S 上 定义 了 一 个 顺序 ， 那 么 9 就 是 一 个 有 序 集 . 
ZX <Yy 也 可 以 写成 y > z. xz <y 或 xz =y 也 可 以 写成 zx 入 yy。 用 符号 表示 ， 
这 意味 着 : 
<Yy < -—(r>Y), 


TY < (7 <Yy). 
如 果 一 个 集合 是 有 序 集 ， 那 么 我 们 就 可 以 得 到 最 小 值 和 最 大 值 的 概念 . 


定义 4.3 (最 小 值 和 最 大 值 ). 有 序 集 4 的 最 小 值 就 是 4 中 的 最 小 元 素 . 有 序 集 4 
的 最 大 值 就 是 4 中 的 最 大 元 素 . 
例 4.4 (最 小 值 和 最 大 值 ). 

4 的 最 小 值 和 最 大 值 通常 记 作 min 4 和 max A. 例如 ，min {1,2,100} = 1 
且 max{1,2,100} = 100. 

注意 , 如 果 A4cCB 旦 4 和 B 都 有 最 小 值 ， 那么 min 4 > min B. 为 什么 ? 
因为 |4| < 1B|， 所 以 B 的 最 小 元 素 b 可 能 包含 在 4 中 ， 也 可 能 不 包含 在 4 中 . 
如 果 5e 4， 那么 5b 也 是 4 的 最 小 元 素 ( 因为 5 比 B 中 的 所 有 元 素 都 小 ， 其 中 
也 包含 4 中 的 所 有 元 素 )， 所 以 min 4 = min B; 如 果 b 4 4， 那么 4 的 最 小 元 
素 一 定 比 b 大 (否则 ， 这 个 元 素 也 会 是 B 的 最 小 值 ) 类似 地 ， 如 果 4 Cc B， 那 


么 max A < maxB. 
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我 们 也 可 以 对 索引 族 中 集合 的 大 小 取 最 小 值 , 即 min。 |4。|. 考虑 由 所 有 |4。| 
构成 的 集合 . 因为 每 个 |4。| 都 是 一 个 数 , 所 以 这 个 集合 是 有 序 的 , 我们 可 以 取 该 
集合 关于 索引 a 的 最 小 值 . 例如， 任意 给 定 一 个 ae 民 , 令 


As={neN|n<a}. 


那么 mins |4。| = 0, 这 是 因为 存在 一 个 we 及， 使 得 所 有 自然 数 都 大 于 它 . 例如 ， 
ho = 二 @， 那 么 |4o5| = 0. 

那么 maxa |4。| 是 多 少 ? 对 于 任意 we 民 ，A。41 至 少 比 4。 多 一 个 元 素 . 因 
此 ， 给 定 任 意 一 个 |4。| 的 可 能 的 最 大 值 ， 我 们 总 可 以 找到 一 个 大 于 该 值 的 元 素 . 
当 这 种 情况 发 生 时 ， 我 们 说 最 大 值 不 存在 . 

在 很 多 情况 下， 我们 不 能 对 无 限 集 取 最 小 值 或 最 大 值 ， 例 如 ，min( 一 3, 3) 是 
无 定义 的 ， 因 为 这 个 区 间 没 有 最 小 数 .( 如 果 你 觉得 可 以 找到 一 个 最 小 数 a， 那么 
我 们 总 能 找到 某 个 b 使 得 -3 < b < a. ) 另 一 方面 ,虽然 [3,3] 是 一 个 无 限 集 ， 
但 是 min[-3,3] = -3. 这 里 的 规则 是 : 我 们 总 能 取 到 有 限 有 序 集 的 最 小 值 和 最 大 
值 ， 但 无 限 有 序 集 的 最 小 值 和 最 大 值 可 能 存在 ， 也 可 能 不 存在 . 


定义 4.5 (边界 ). 

设 轧 是 有 序 集 9 的 子 集 ， 如 果 存 在 一 个 a E 9， 使 得 思 的 每 个 元 素 都 小 于 
等 于 aw， 那 么 aw 是 五 的 上 界 ， 即 已 是 有 上 界 的 . 

用 符号 表示 , 羽 有 上 界 即 : 


3ae9 使 得 VzE 玉 均 有 7 所 a. 


类 似 地 ， 如 果 存 在 一 个 6 € S, 使 得 马 的 每 个 元 素 都 大 于 等 于 6, 那么 8 是 
马 的 下 界 ， 即 BB 是 有 下 界 的 . 
用 符号 表示 ， 妃 有 下 界 即 : 


36E€5S 使 得 Vz E 双 均 有 x 之 pb. 


注意 , 与 最 小 值 和 最 大 值 不 同 , 有 的 上 下 界 不 一 定 是 BB 的 元 素 , 它们 只 需要 
包含 在 超 集 5 中 即 可 . 


例 4.6 (边界 ). 
在 393=Q 中 , 集合 妃 = (-oo,3)nQ 没有 下 界 ， 因 为 对 于 Q 的 任意 元 素 8， 
我 们 总 可 以 在 EE 中 找到 一 个 小 于 8 的 元 素 ， 另 一 方面 ，B 是 有 上 界 的 ， 任 何 满 
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足 aeQ@ 且 az3 的 a 都 是 的 上 界 . 注意 ，a 4B 这 一 点 无 关 紧 要 ， 只 要 满 
是 ae5 即 可 . 另外， 无 限 区 间 (00,o0) 既 无 上 界 也 无 下 界 . 

如 果 设 定理 4.1 的 证 明 中 的 4 和 B 都 是 RR 的 子 集 ， 那么 V2 是 4 的 上 界 
(并 且 任 何 大 于 V2 的 数 都 是 4 的 上 界 ) 因此 ，{vV2}U B 中 的 每 一 个 元 素 都 是 
4 的 上 界 ; 同样 地 ，{V2}U 4 中 的 每 一 个 元 素 都 是 B 的 下 界 . 

如 果 我 们 忽略 及 ， 只 考虑 包含 在 Q@ 中 的 A 和 BB， 那么 A 和 B 以 对 方 的 每 
一 个 元 素 为 边界 , 但 V2 不 是 A 和 B 的 边界 (因为 v2 4 Q). 

为 了 进一步 说 明 这 种 区 别 , 设 = (0,3), 51 = R, S52 = (3,3), S53 = .如 
果 我 们 在 5: 中 考察 妃 ， 那 么 如 显然 既 有 上 界 又 有 下 界 (任何 大 于 等 于 3 的 数 
都 是 EB 的 上 界 ; 任何 小 于 等 于 0 的 数 都 是 忆 的 下 界 ) 如 果 在 5 中 考察 互 ， 那 
么 马 是 没有 上 界 的 ， 因 为 任何 大 于 等 于 3 的 数 都 不 包含 在 9: 中 . 但 是 ，( 一 3, 0] 
中 的 任意 元 素 都 是 EB 的 下 界 . 如 果 在 53 中 考察 忆 ( 即 作为 其 自身 的 一 个 子 
集 )， 那 么 EB 既 无 上 界 也 无 下 界 . 


更 精确 的 写法 通常 是 “已 在 9 中 有 上 界 或 下 界 ”， 而 不 仅仅 是 “EB 有 上 界 或 
下 界 ” 在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 可 以 说 妃 在 51 中 有 上 界 , 但 在 S$ 和 53 中 没有 
上 界 ; 马 在 5; 和 5。 中 有 下 界 , 但 在 5s 中 没有 下 界 . 


定义 4.7 (上 确 界 和 下 确 界 ). 

设 马 是 有 序 集 5 的 子 集 ， 如 果 3 中 存在 巴 的 一 个 上 界 a,， 使 得 9 中 任何 
小 于 a 的 元 素 都 不 是 忆 的 上 界 ， 那 么 a 是 忆 的 最 小 上 界 或 上 确 界 . 

用 符号 表示 ,a = sup 忆 即 : 


aES5;rTEL—>7r<a; 且 YES, 7Y<a=>7Y 不 是 已 的 上 界 . 


同样 地 ， 如 果 9 中 存在 羽 的 一 个 下 界 8, 使 得 5S 中 任何 大 于 6 的 元 素 都 不 
是 万 的 下 界 ， 那么 6 是 五 的 最 大 下 界 或 下 确 界 . 
用 符号 表示 ,PB = 二 infB 即 : 


bes;reEh>r2>p; 有 yeES5, 7>6—>7Y 不 是 马 的 下 界 . 


这 个 定义 清楚 地 说 明了 为 什么 上 确 界 被 称 为 最 小 上 界 : 任何 小 于 它 的 元 素 都 
不 是 上 界 . 注意 ， 之 所 以 称 为 上 确 界 是 因为 它 必 须 是 唯一 的 .如 果 存 在 男 一 个 上 
确 界 ， 那 么 这 个 上 确 界 就 一 定 大 于 另 一 个 ， 此 时 这 个 上 确 界 就 不 是 最 小 上 界 . 

与 普通 的 上 下 界 一 样 ， 集 合 五 的 上 确 界 和 下 确 界 不 一 定 是 五 的 元 素 ， 它 们 
只 需要 包含 在 超 集 9 中 就 行 了 . 因此 , 尽管 集合 (3,3) 没有 最 小 值 和 最 大 值 ( 见 
例 44)， 但 它 在 Q 中 确实 有 上 确 界 和 下 确 界 ， 即 3 和 一 3. 
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例 4.8 (上 确 界 和 下 确 界 ). 

在 5S=Q 中, 集合 互 = (-co,3)nQ 没有 下 界 , 但 五 的 一 个 上 界 3e5 其 
就 是 它 的 上 确 界 .为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 必须 证 明 任 何 y < 3 都 不 是 瓦 的 上 
. 这 是 成 立 的 , 因为 号 ( 即 Y 和 3 的 中 点 ) 是 小 于 3 的 有 理 数 , 它 包含 在 已 
.但 是 闭 s > Y， 因 此 7 不 可 能 大 于 等 于 EB 中 的 每 一 个 元 素 . 

如 果 设 定理 4.1 的 证 明 中 的 4 和 B 都 是 R 的 子 集 ， 那 么 V2 就 是 4 的 上 
界 . 任何 实数 p < V2 都 不 是 4 的 上 界 (因为 a= 2 属于 4 且 4>p), 因此 
sup 4 = V2， 类 似 地 ，inf B = V2. 

如 果 我 们 忽略 及 ， 只 考虑 包含 在 Q@ 中 的 4 和 B, 那么 4 没有 上 确 界 ，B 也 
没有 下 确 界 ， 因 为 定理 4.1 表明 B( 其 元 素 都 是 4 的 上 界 ) 没有 最 小 元 素 , 而 4 
( 其 元 素 都 是 B 的 下 界 ) 没有 最 大 元 素 . 


试 着 填充 下 框 中 的 空白 . 


实 
界 
中 


{三 |m EN} 的 上 确 界 和 下 确 界 

在 5S=Q 中 , 集合 加 = {|neN} 既 有 上 确 界 又 有 下 确 界 . 

上 确 界 是 a = . 首先， 因为 a e 3， 并且 对 每 一 个 ze 瑟 均 
有 ， 所 以 我 们 验证 了 a 是 已 的 上 界 . 其 次 ， 对 于 任意 y < a,， 7 
不 是 五 的 ， 这 是 因为 a 属于 EHa>7”. 

下 确 界 是 6 = . 首先 ， 因 为 6 se $5， 并且 对 于 每 一 个 均 
有 zy>B8， 所 以 我 们 验证 了 8 是 马 的 下 界 . 其 次 ,对 于 任意 y > 6, 7 不 是 
五 的 ， 这 是 因为 属于 五 且 小 于 7 


提示 : 为 了 填充 最 后 一 个 空白 ,你 需要 找到 一 个 介 于 8 和 7 之 间 且 形 如 上 的 数 ， 
其 中 n 是 某 个 自然 数 ， 显 然 ,1 大 于 6， 所 以 我 们 只 需要 找到 一 个 满足 1 < 7 的 
自然 数 n， 即 满足 n > + 的 自然 数 n， 不 过 ，} 可 能 不 是 自然 数 ， 但 如 果 将 其 向 
上 舍 入 ， 它 就 会 变 成 一 个 自然 数 ， 我 们 使 用 上 取 整 符号 [z] 表示 “zx 向 上 舍 入 到 
最 接近 的 整数 "， 于 是 [+| < N 且 | :| > .但 我 们 真正 需要 的 是 n > +， 而 不 
是 n> 了， 只 要 加 上 1， 我 们 就 能 使 n 严格 变 大 ， 所 以 令 n= 1+ [+|， 这 样 就 
得 到 了 我 们 想 要 的 数 : | 
”1+[ 计 

请 注意 ， 上 述 例子 中 的 上 确 界 阐述 了 以 下 内 容 : 如 果 妃 的 某 个 上 界 是 妃 的 元 素 ， 
那么 该 上 界 就 自然 成 为 吾 的 上 确 界 ， 下 面 给 出 这 个 结果 的 定理 形式 . 
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定理 4.9 (包含 在 集合 中 的 边界 ). 
设 轧 是 有 序 集 9 的 子 集 . 如 果 三 的 茶 个 上 界 包含 在 马 中 ， 那 么 它 就 是 最 
小 上 界 ， 如 果 三 的 茶 个 下 界 包含 在 轧 中 ， 那 么 它 就 是 最 大 下 界 . 


证 明 . 设 a 是 马 的 一 个 上 界 ， 且 a e EB， 对 于 任意 < a， 不 可 能 是 已 的 上 
界 ， 因 为 忆 中 存在 一 个 大 于 7 的 元 素 a € .因此 ,a 是 EB 的 上 确 界 . 

同样 地 , 设 8 是 马 的 一 个 下 界 , 且 pe 五 对 于 任意 7 > 6, 7 不 可 能 是 古 
的 下 界 ， 因 为 五 中 存在 一 个 小 于 7 的 元 素 6 e .因此 ,6 是 B 的 下 确 界 . 


当然 ， 如 果 一 个 集合 不 包含 它 的 任何 上 界 ， 那 么 它 可 能 有 上 确 界 ， 也 可 能 没 
有 上 确 界 . 
兴奋 起 来 ! 接 下 来 ,我 们 将 定义 实 分 析 中 最 重要 的 概念 之 一 . 


定义 4.10. 设 S 是 有 序 集 ， 如 果 5 的 每 一 个 有 上 界 的 非 空 子 集 妃 都 在 S 中 存 
在 sup 忆 ,那么 称 有 序 集 9 具有 最 小 上 界 性 . 


例 4.11. Q 具有 最 小 上 界 性 吗 ? 回顾 定理 4.1 的 证 明 , 例 4.8 表明 4 是 Q 的 一 
个 有 上 界 的 非 空 子 集 ( B 的 所 有 元 素 都 是 4 的 上 界 ). 但 是 ，4 在 Q@ 中 没有 上 
确 界 ( 因为 V2 4 Q@)， 因 此 ，Q 没有 最 小 上 界 性 ， 哦 ， 好 吧 . (实际 上 ，Q 缺少 
最 小 上 界 性 的 事实 是 我 们 定义 R 的 主要 动力 . ) 


你 可 能 会 问 :“ 如 果 有 最 小 上 界 性 , 那么 难道 不 应 该 有 最 大 下 界 性 吗 ?” 咽 , 是 
的 ， 但 事实 证 明 ， 这 两 条 性 质 是 等 价 的 ! 


定理 4.12 (下 界 集 的 上 确 界 ). 

设 9 是 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 集 ， 那 么 9 也 具有 最 大 下 界 性 . 也 就 是 说 ，9 
的 每 一 个 有 下 界 的 非 空子 集 B 都 在 9 中 存在 inf B. 

此 外 ， 如 果 设 工 为 B 的 全 体 下 界 的 集合 ， 那 么 inf B = sup 工 . 


实际 上 ， 这 个 定理 不 仅 证 明了 一 条 性 质 蔓 涵 着 另 一 条 性 质 ， 它 还 告诉 我 们 ， 在 一 
个 具有 最 小 上 界 性 的 集合 中 ， 任 何 子 集 的 下 确 界 都 是 该 子 集 全 体 下 界 的 上 确 界 . 


证 明 . 取 B 全 体 下 界 的 集合 为 L， 首先 ,我们 要 证 明 在 9 中 存在 sup L， 然 后 证 
明 sup 工 = inf BB. 

为 了 证 明 在 9 中 存在 sup 工 , 我们 要 利用 最 小 上 界 性 ， 所 以 我 们 要 证 明 工 是 
5 的 一 个 有 上 界 的 非 空子 集 . 由 B 在 S 中 有 下 界 可 知 ，L 至 少 有 一 个 元 素 包 含 
在 9 中 . 我 们 该 如 何 证 明志 在 3 中 有 上 界 ? 工 的 每 个 元 素 都 小 于 等 于 B 的 所 有 
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元 素 ， 因 此 B 的 每 一 个 元 素 都 是 工 的 上 界 . 因为 B 是 5S 的 非 空 子 集 ， 所 以 
在 S 中 至 少 有 一 个 上 界 . 现在 利用 最 小 上 界 性 就 证 明了 在 S 中 存在 sup 工 , 不 妨 
记 作 a. 

接 下 来 的 证 明 请 参阅 图 4.1. 


4.1 将 子 集 巨 和 工 表示 为 直线 9 上 的 区 间 


为 了 证 明 a 等 于 inf B， 首 先 必须 证 明 a 是 B 的 下 界 . 因为 a 是 工 的 上 确 
界 ， 所 以 如 果 数 7 小 于 a， 那么 7 就 不 是 工 的 上 界 ， 这 意味 着 ?7 一 定 小 于 工 的 
某 个 元 素 ， 因 此 7 小 于 B 的 一 个 下 界 , 所 以 7 不 可 能 包含 在 B 中 . 我 们 已 经 证 
明了 任何 小 于 a 的 数 都 不 可 能 包含 在 B 中 ， 所 以 a 一 定 小 于 等 于 B 中 的 每 个 
元 素 ， 因 此 a 是 B 的 一 个 下 界 . 

现在 a 是 B 的 下 界 . 因为 ac 是 工 的 上 界 ,， 所 以 对 于 任意 6 >a，B 都 不 可 
能 属于 L， 也 就 是 说 ,任何 6 > a 都 不 是 B 的 下 界 ， 所 以 a = inf B. 


结合 上 述 定理 的 逆 命 题 , 我 们 就 完成 了 最 小 上 界 性 等 价 于 最 大 下 界 性 的 证 明 . 


定理 4.13 (上 界 集 的 下 确 界 ). 

设 9 是 具有 最 大 下 界 性 的 有 序 集 . 那么 S 也 具有 最 小 上 界 性 . 也 就 是 说 ，5 
的 每 一 个 有 上 界 的 非 空子 集 B 都 在 9 中 存在 sup B. 

此 外 ， 如 果 设 U 为 B 的 全 体 上 界 的 集合 ， 那 么 sup B = infU. 


证 明 . 这 个 证 明 与 上 一 个 证 明 完 全 类 似 .， 接 下 来 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 .在 完 
成 第 二 段 之 前 ， 画 一 张 类 似 于 图 4.1 的 图 . 


证 明定 理 4.13 

为 了 证 明 在 S 中 存在 inf VU， 我 们 要 利用 性 质 . 由 B 在 
S 中 有 上 界 可 知 ，U 至 少 有 一 个 元 素 包 含 在 9 中 ， 所 以 U 是 . 
U 的 每 一 个 元 素 B 的 所 有 元 素 ， 所 以 B 的 每 一 个 元 素 都 是 U 
的 . 因为 B 是 5 的 非 空子 集 ， 所 以 U 在 5S 中 至 少 有 一 个 下 界 . 
现在 利用 最 大 下 界 性 就 证 明了 在 3 中 存在 infU ， 不 妨 记 作 a 
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如 果 yy > a， 那 么 7 就 不 是 U 的 一 个 ， 这 意味 着 7 一 定 大 
于 U 的 某 个 元 素 ,， 所 以 y 4 B. 因此 a 一 定 B 中 的 每 一 个 元 素 ， 
那么 a 就 是 B 的 一 个 上 界 . 因为 a 是 U 的 下 界 ， 所 以 对 于 任意 一 个 小 于 a 
的 数 6, 均 有 6 U. 也 就 是 说 , 任何 6 < a 都 不 是 B 的 上 界 ， 所 
以 a = 


在 实 分 析 中 经 常 要 用 到 上 确 界 和 下 确 界 . 有 界 无 限 集 可 能 没有 最 小 值 或 最 大 
值 ， 但 它 总 是 有 上 确 界 或 下 确 界 ， 这 通常 是 我 们 描述 最 窄 范围 的 最 佳 方法 我们 
将 来 还 会 遇 到 上 确 界 和 下 确 界 ， 所 以 现在 有 必要 花 些 时 间 去 真正 理解 它们 的 定义 
以 及 如 何在 证 明 中 使 用 它们 .( 如果 你 讨厌 这 些 概 念 , 不 想 看 到 它们 , 那 就 试 着 在 
每 次 读 sup EB 时 说 “soupy”， 这 可 能 会 让 你 感觉 更 好 些 . ) 

我 们 希望 Q 的 有 序 超 集 及 具有 最 小 上 界 性 和 最 大 下 界 性 . 另外 ， 我 们 还 希 
望 可 以 在 及 中 定义 加 法 、 乘 法 等 运算 ， 而 这 些 都 跟 “ 域 ”的 性 质 有 关 ， 在 下 一 章 
中 ， 我 们 将 定义 域 的 概念 . 


| 
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在 学 习 了 有 序 域 的 定义 之 后 ， 我 们 终于 可 以 理解 实数 是 什么 了 .及 作为 一 个 
域 具有 三 个 重要 特征 : 阿 基 米 德 性 质 、Q 的 稠密 性 和 根 的 存在 性 .我 们 将 对 这 些 
特征 逐一 加 以 证 明 ， 并 且 以 后 也 会 经 常用 到 它们 . 
定义 5.1 ( 域 ). 

设 已 是 任意 一 个 具有 加 法 和 乘法 两 种 运算 的 集合 . 如 果 下 满足 下 列 域 公理 ， 
那么 就 是 一 个 域 : 

Al. (加 法 的 封闭 性 ) 如 果 x,yE 玉 ， 那么 ZY 十 y ER. 

A2. (加 法 交换 律 ) Yr,y EF XYy= y+ 

A3. (加 法 结合 律 ) Vx,y,zEFP, (z+Yy)+Z=z 十 (y+22). 

A4. (加 法 单位 元 ) 下 包含 元 素 0 使 得 Vi EF x 十 0= 芭 . 

A5. ( 加 法 逆 元 ) 对 于 每 一 个 z E 瑟 ， 存 在 元 素 ~z Ee 局 使 得 z 十 (x) 一 0. 


M1. (乘法 的 封闭 性 ) 如 果 ZE 已 ， 那 么 ZW EF. 

M2. (乘法 交换 律 ) YZ,yE FP, zy = yx. 

M3.( 乘 法 结合 律 ) Vzx,y,z EP, (zy)z 一 Z(V2). 

M4. (乘法 单位 元 ) 包含 元 素 1( 且 1 关 0) 使 得 Vr EF 17z=x. 

M5. (乘法 逆 元 ) 对 于 每 一 个 ZE 下 ,如 果 工 关 0， 那么 存在 元 素 :EeE 呈 使 


D. (分 配 律 ) Vz,y,zE€EF, zx(y+2)= XY 十 XZ. 


对 于 任意 一 个 集合 ， 如 果 将 其 与 普通 加 法 和 乘法 结合 在 一 起 ， 那 么 上 面 的 大 
多 数 公理 都 自然 成 立 ， 例如， 乘法 单位 元 是 1， 因 为 1 乘 以 任何 数 都 等 于 它 自 身 . 
如 果 有 需要 ， 我 们 可 以 在 集合 上 定义 一 些 不 同 于 传统 的 新 加 法 和 新 乘法 ， 并 试 着 
让 它们 满足 域 公理 ， 但 我 们 并 不 是 真 的 想 要 这 么 做 ， 以 抽象 的 方式 研究 像 域 这 样 
的 结构 是 代数 学 的 重点 ， 这 是 数学 的 高 级 领域 , 与 “如 果 3z 十 2 = 8, 求 z” 完 
全 不 同 . 
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就 我 们 的 目的 而 言 ， 我 们 要 考察 的 每 一 个 域 ， 其 元 素 都 是 做 传统 加 法 和 乘法 
的 普通 数 ， 因 此 通常 认为 公理 A2-A5、M2-M5 和 DD 是 显然 成 立 的 .然而 ， 封 
闭 性 公理 Al 和 M1 在 许多 情况 下 都 不 是 显然 的 . 如 果 想 证 明 某 个 东西 是 一 个 域 ， 
我 们 必须 给 出 封闭 性 的 详细 证 明 . 


例 5.2 ( 域 ). 
有 理 数 集 与 普通 的 加 法 和 乘法 共同 构成 了 一 个 域 . 我们 来 验证 一 下 封闭 性 公 
理 是 否 成 立 ， 对 于 任意 z,y € Q, 我 们 可 以 记 x = 和 w= 5, 其 中 a,b,c,deZ. 


那么 
a c ad+bc 
da bd 


是 一 个 有 理 数 ， 并 且 


Qc 
XY 二 pba 
也 是 一 个 有 理 数 . 

另 一 方面 ，N 不 是 域 . 由 于 N 不 包含 负 整 数 ， 所 以 N 的 每 一 个 元 素 都 没有 
加 法 逆 元 . 也 不 是 域 . 由 于 也 不 包含 分 数 , 所 以 也 的 每 一 个 元 素 ” 都 没有 乘法 
逆 元 . 

集合 5S = {0, 1, 2, 3, 4} 结合 普通 的 加 法 和 乘法 无 法 构成 一 个 域 . 因为 9 包含 
2 和 3, 但 是 2+3= 5 不 属于 5, 所 以 9 对 加 法 不 封闭 . 同样 地 , (2)(3) = 6 & 5S， 
所 以 9 对 乘法 也 不 封闭 . 

但 是 ,不 妨 设 荆 = 5 mod 5， 也 就 是 说 ， 我 们 在 5 中 把 数 5 设 为 0， 那么 
10==5 十 5 二 0 十 0; 同样 地 ，5 的 任何 倍数 也 都 等 于 0. 此 时 ，2+3=5=0 就 
包含 在 了 中 . 在 了 中， 元 素 的 任意 和 或 积 xz 均 包含 在 了 中 ; 因为 当 z > 5 时 ， 
我 们 可 以 把 z 写成 z= 5 十 m= 二 m， 其 中 m,n EN 且 m < 5. 这 个 奇怪 的 域 
了 通常 记 作 Zs. 


仅 使 用 域 公理 , 我们 就 可 以 证 明 域 的 许多 基本 性 质 ,例如 一 (-x) = z,0z = 0， 
当 xz 关 0 时 xy=1 三 二 ， 等 等 ， 多 使 用 几 次 域 公理 就 可 以 证 明 这 些 性 质 . 


定义 5.3 (有 序 域 ). 
有 序 域 尺 是 一 个 域 ， 它 也 是 满足 下 列 公理 的 有 序 集 : 


O1. 如 果 wy <z， 那 么 Vx,y,zZEF 了 ,XYy<X+Z. 
O2. 如 果 zx>0 且 wy>0， 那么 Vx,yE€EF, xy>0. 


@ “每 一 个 元 素 ”应 改 为 “除了 土 1 之 外 的 元 素 ”. 一 一 编者 注 


第 5 章 实数 域 39 


回 到 定义 4.2， 回 顾 一 下 有 序 集 的 含义 . 

有 序 域 公理 非常 直观 ， 我 们 可 以 利用 它们 来 证 明 一 些 基 本 性 质 ， 例 如 x > 0， 
< 一 >2ZV<2Z2， 0<7r<Yy 0 < < 3， 等 等 . (我 们 将 跳 过 这 些 简单 的 
证 明 ， 因 为 时 间 就 是 金钱 ， 而 金钱 可 以 买 到 一 个 新 的 笔记 本 ， 你 试 着 在 笔记 本 上 
自己 写 出 这 些 证 明 . ) 

现在 我 们 来 定义 实数 ! 


定义 5.4 (实数 ). 实数 集 


及 

换 句 话说 ，R 满足 有 序 域 的 全 部 公理 ， 并 填充 了 有 理 数 集中 的 所 有 “ 洞 ”. 

虽然 我 们 可 以 定义 民 , 但 这 并 不 表示 它 一 定 存在 .由 于 实 分 析 教 学 方法 的 不 
同 , 解决 这 一 问题 的 方式 也 不 同 . 有些 教 科 书 只 是 假设 这 个 RR 是 存在 的 ， 并 把 这 
一 假设 称 为 “完备 性 公理 ”， 这 里 的 完备 性 就 是 最 小 上 界 性 和 最 大 下 界 性 的 男 一 
种 说 法 . 不 过 , 在 假设 Q 存在 之 后 , R 的 存在 性 是 可 以 证 明 的 . 有 个 (相当 费力 
的 ) 证 明 使 用 了 一 种 叫 作 “ 戴 德 金 分 割 ” 的 方法 .如 果 感 兴趣 ， 你 可 以 查 一 下 . 

除了 完备 性 和 包含 Q 以 外 , 实数 集 还 有 一 些 非常 有 用 的 性 质 , 接 下 来 的 三 个 
定理 将 对 此 进行 探讨 . 


是 具有 最 小 上 界 性 且 包 含 Q 的 有 序 域 . 


定理 5.5 (RR 的 阿 基 米 德 性 质 ). 

对 于 任意 一 个 给 定 的 正 实数 ， 我 们 都 可 以 找到 一 个 自然 数 ， 使 得 这 两 个 数 的 
乘积 任意 大 . 

用 符号 表示 ， 即 : 


Vr,yE 民 且 x>0,3mEN 使 得 nzx>Y. 


换 句 话说 ， 阿 基 米 德 性 质 断 言 : 对 于 任意 两 个 实数 ， 你 总 是 可 以 找到 一 个 大 
于 这 两 个 实数 比值 的 自然 数 . 一 个 常用 的 推论 是 Vy € 民 , 3m EN 使 得 n> vy ( 令 
定理 中 的 x = 1 即 得 到 该 推论 ). 

当然 , Q 也 有 阿 基 米 德 性 质 ， 对 于 任意 xz,y Ee Q 且 x > 0, 我 们 记 z = 和 和 
y= 二 $4， 其 中 a,b,c,deEN. 令 n=2bc, 显然 ne N, 并 且 


nz = (2bc)T = 2ac = (2ad)5 = 2ady > y. 


(这 里 假设 y > 0. 如 果 w < 0, 只 需 令 n= 1, 又 因为 x > 0, 从 而 有 nz=x> yw.) 
证 明 实数 集 的 阿 基 米 德 性 质 有 点 环 手 ， 因 为 大 部 分 实数 都 不 像 分 数 那样 有 一 
个 简单 的 表示 . 相反， 我 们 将 利用 民 的 特殊 之 处 : 最 小 上 界 性 . 
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证 明 . 我 们 借 此 机 会 来 演示 分 两 步 证 明 的 过 程 . 首先 ， 利 用 定义 找 出 问题 的 关键 ， 
进而 逐步 分 解 证 明 . 其 次 ， 把 已 知 条件 用 一 种 优美 的 线性 方式 写 下 来 . 

第 一 步 . 设 4 为 所 有 可 能 的 nzx 的 集合 ， 其 中 n 是 任意 自然 数 ， 阿 基 米 德 性 
质 断 言 了 4 中 存在 大 于 yy 的 元 素 . 如 果 想 利用 最 小 上 界 性 ， 那 么 集合 4 并 没有 
什么 用 ， 因 为 它 没有 上 界 ， 除 非 我 们 假设 阿 基 米 德 性 质 为 假 . 在 这 个 假设 下 ，4 
的 所 有 元 素 都 不 大 于 y， 这 意味 着 y 是 4 的 上 界 . 这 似乎 是 一 个 合理 的 方向 ， 所 
以 我 们 考虑 利用 反 证 法 来 证 明 . 

假设 阿 基 米 德 性 质 为 假 , y 是 4= {nz|n e N} 的 上 界 . 现在 4 是 下 的 一 个 
非 空 子 集 , 那么 由 定义 4.10 可 知 , 在 民 中 存在 sup 4. 为 方便 起 见 , 令 a = sup 4. 
现在 还 有 哪些 已 知 条 件 没有 用 到 ? 我 们 能 利用 的 基本 上 就 是 上 确 界 的 定义 : 如 果 
7 a， 那么 7 不 是 4 的 上 界 . 这 意味 着 7 小 于 4 的 某 个 元 素 ， 因 此 存在 某 个 
自然 数 m， 使 得 7Y < mz. 

这 有 帮助 吗 ? 有 点 .我 们 希望 最 终 得 到 “a 不 是 4 的 上 界 ” 这 个 矛盾 . 
此 ， 如 果 能 证 明 某 个 自然 数 乘 以 x 大 于 a 就 好 了 (因为 这 与 a = sup 4 相 矛 
盾 )， 现 在 已 经 得 到 了 7 < mz， 如 果 我 们 可 以 用 a 来 表示 Y， 那 么 这 个 不 等 式 
就 更 有 用 了 . 由 于 7 必须 小 于 a， 所 以 不 妨 记 作 y = a 一 k， 其 中 有 > 0. 于 是 
~ 

现在 的 目标 是 把 mz 二 大 写成 nz 的 形式 ， 其 中 ”是 自然 数 . 如 果 = cz 
且 ceN, 那么 mz 十 k= mz 十 cx = (人 十 cz， 这 确实 是 一 个 自然 数 乘 以 z 的 形 
式 . 事实 上 , 令 c= 1 就 可 以 了 , 此 时 =z 就 是 我 们 想 要 的 . 现在 a < (mm 十 1)z， 
所 以 a 小 于 4 的 某 个 元 素 ， 这 与 a = sup 4 相 矛 盾 . 因此 ， 实 数 集 的 阿 基 米 德 
性 质 一 定 为 真 . 

第 二 步 . 经 过 所 有 这 些 思考 ， 证 明 这 个 定理 并 不 需要 很 多 步骤 . 我们 现在 就 
把 它 正式 地 写 出 来 . 

假设 及 没有 阿 基 米 德 性 质 . 那么 A = {nz|n EN} 有 上 界 y, 于 是 由 下 的 最 
小 上 界 性 可 知 , 在 民 中 存在 ac = sup 4. 因为 zx >0, 所 以 w-z<a, 那么 a 一 zx 
不 可 能 是 4 的 上 界 . 因此 , 存在 me N 使 得 a 一 zx <mz, 即 a < (mm 二 lz 但 
是 ，(m 十 1)x € A， 所 以 a 不 是 4 的 上 界 ， 这 样 就 得 到 了 矛盾 . 

如 果 愿 意 的 话 ， 我们 可 以 把 几乎 所 有 东西 都 用 符号 表示 ， 进 而 缩短 证 明 过 程 : 


一 (3 使 得 nz >y) 一 4A4={nzlneN}<y 


—>a= supAeR 


一 > 3m EN 使 得 a 一 x < mz 
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—> a < (m+1)zr 


(在 逻辑 上 ， 符号 上 表示 “矛盾 ”. ) 
定理 5.6 (Q 在 及 中 稠密 ). 
任意 两 个 实数 之 间 都 至 少 存 在 一 个 有 理 数 . 


X,YyE 有 民 且 x<y 一 peEQ 使 得 TY<p<v. 


Q 在 民 中 的 这 种 性 质 称 为 稠密 性 . 我们 说 Q 在 及 中 稠密 . 

我 们 已 经 知道 及 本 身 是 稠密 的 (我 们 总 能 在 任意 两 个 实数 之 间 找 出 一 个 实 
数 ) 为什么? 对 于 任意 z,yE 了 有 上 且 z<y， 令 >= 2 ( 即 z 和 的 中 点 )， 那 
么 T<z<v. 

按照 同样 的 逻辑 ， 不 难看 出 Q 本 身 也 是 稠密 的 ， 因 为 中 点 p= 二 eEQ 始 
终 介 于 g 和 7 之 间 ， 类 似 地 ，Q 在 N 中 也 是 稠密 的 (p = 于 ”是 介 介 于 自然 数 m 
和 之 间 的 有 理 中 点 ). 

另 一 方面 ，N 本 身 并 不 稠密 ， 因 为 2 和 3 之 间 没 有 自然 数 . 同样 地 , N 在 Q 
中 也 不 稠密 ， 因 为 在 和 之 间 没 有 自然 数 . 

注意 , 稠密 性 不 仅 保 证 了 x 和 y 之 间 有 一 个 p, 而 且 保 证 了 z 和 w 之 间 有 无 
穷 多 个 有 理 数 . 一 旦 有 了 x < p <y, 我 们 就 可 以 再 次 利用 该 性 质 找 到 一 个 g € Q， 
使 得 x < g <p， 并 且 这 个 过 程 可 以 无 限 次 地 重复 下 去 . 

该 定理 的 一 个 特殊 推论 是 , 任何 开 区 间 (a,5) 或 团 区 间 [a,0] 都 包含 无 穷 多 个 
点 ，(a,0) 几 Q@ 和 [anaQ 也 是 如 此 . 


我 们 想 在 x 和 y 之 间 找 到 一 个 有 理 数 p2， 也 就 是 说 ， 我 们 想 找到 满足 x < 
于 <y 的 m,n eZ 为 了 找到 合适 的 m 和 n， 我 们 多 次 使 用 定理 5.5 中 的 阿 基 
米 德 :性质 ， 如 图 5.1 所 示 . 


0 1 2 3 m-l m m+l1 
n n n i n n n 9 
x yy R 


图 5.1 为 了 使 增 量 二 不 会 跳 过 区 间 (x,y)， 我 们 必须 选择 足够 大 的 n，m 
则 必须 是 大 于 nz 的 最 小 整数 
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第 一 部 分 . 首先 , 我 们 要 保证 me N 足够 大 ,从 而 使 得 +, 2, 3,.… 中 至 少 有 
一 个 分 数落 在 x 和 vy 之 间 ， 如 果 n 太 小 ， 那 么 分 数 +，2,3,.… 之 间 的 增 量 就 会 
太 大 ， 这 样 会 导致 它们 跳 过 区 间 (x,y). 

换 句 话说 ,我 们 要 让 二 小 于 y 一 x， 如 果 将 这 个 不 等 式 整理 成 n(y 一 x) > 1， 
则 可 以 利用 阿 基 米 德 性 质 来 找到 这 样 的 ne N.， 于 是 就 得 到 了 ny > 1 十 nz， 我 
们 稍 后 会 用 到 这 个 不 等 式 . 

第 二 部 分 ， 其 次， 我 们 需要 确保 m e Z 是 大 于 nz 的 最 小 整数 ， 从 而 使 得 
nT <m < ny. 

因为 我 们 要 在 两 个 连续 的 整数 之 间 “ 捕 获 ”nz， 所 以 需要 证 明 jm E Z 使 得 
m 一 1< nz < m， 这 里 有 三 种 可 能 的 情形 . 


情形 1. 如 果 nz > 0， 那 么 我 们 可 以 利用 阿 基 米 德 性 质 来 证 明 至 少 存在 一 
个 mi EN 使 得 m1 > nz. (这 里 的 变量 名 有 点 乱 ， 我 们 正在 使 用 定理 5.5， 其 中 
及 是 1, yE 民 是 nz, neEN 是 mi) 因此 , 集合 {mi EN|mi > nz} 是非 
的 . 
数论 中 有 一 个 公理 叫 “ 良 序 原理 ”, 它 指出 N 的 每 个 非 空子 集 都 有 一 个 最 小 元 
素 .( 这 应 该 很 直观 , 因为 1 是 N 的 下 界 . ) 由 良 序 原理 可 知 , {mi € N|mi > nz} 
有 一 个 最 小 元 素 m. 因为 m 是 大 于 nz 的 最 小 整数 ， 所 以 m 一 1 一定 < nz. 于 
是 m 一 1<nz<m. 
情形 2. 如 果 nz = 0， 那么 0 入 nz < 1， 于 是 令 m = 二 1， 从 而 有 mm 一 1 < 
700 <m. 
情形 3. 如 果 nz < 0， 那 么 -nz 就 满足 情形 1 的 条 件 ， 这 样 就 得 到 了 一 
个 自然 数 m。， 使 得 mo 一 1 << 一 nz < mo. 于 是 一 mo < nz < 1 一 m2。 如果 
nz 二 1 一 m2， 那 么 m= 2 一 mo 就 满足 光一 1 < nz<m， 否则 , nz < 1 mo， 
此 时 令 加 ==1 一 mo， 则 有 mm 一 1<nz<m. 


现在 我 们 找到 了 一 个 使 得 nz < m 且 m < 1+nz 的 整数 m， 如 果 将 其 与 第 一 部 
分 的 不 等 式 相 结合 ， 则 有 


迟 


nr<m<1l+i+nzr < 700/. 
因为 n > 0， 所 以 将 上 式 两 端 同 时 除 以 n 可 得 x < 于 < y， 这 恰好 就 是 我 们 想 要 
的 . 


推论 5.7 (无 理 数 在 及 中 稠密 )， 
任意 两 个 实数 之 间 至 少 有 一 个 无 理 数 . 
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TYyER 且 xX<y 一 3pYQ 使 得 TY<p<v. 


证 明 . 令 o= 畜 且 b= 莓 . 由 定理 5.6 可 知 , 存在 一 个 有 理 数 g 使 得 a <g <b. 
那么 z < V2g < y， 所 以 p = V2g 就 是 我 们 想 要 的 数 ， 注 意 ,p 确实 是 无 理 数 ， 
因为 如 果 它 是 有 理 数 ， 那 么 V2 = 2 就 是 有 理 数 . 
下 面 的 定理 〈 三 个 重要 定理 中 的 最 后 一 个 ) 是 关于 根 的 .你 知道 y = Wz 或 
y = zx# 是 什么 吗 ? 
定理 5.8 (R 中 根 的 存在 性 ). 
对 于 任意 n € N， 每 个 正 实数 都 有 唯一 的 正 n 次 方 根 . 


V7E 民 且 xz>0, YEKN, 习 唯 一 的 VE 了 ,使 得 yy>0 且 人 一 7. 


注意 , 偶 次 方 根 (VZ，VY7，87 等 ) 代表 民 中 的 两 个 数 ,， 即 +y 和 一 y. 该 
定理 断言 有 且 只 有 一 个 正 实 根 . 


证 明 . y 的 唯一 性 是 证 明 中 最 简单 的 部 分 ， 所 以 我 们 从 这 一 点 开始 证 明 ， 两 个 正 
实数 不 相等 意味 着 其 中 一 个 必须 大 于 另 一 个 .如 果 有 两 个 不 同 的 正 实 根 和 vy。， 
使 得 yr = 二 x 上 且 wy? =x， 那么 0<wy < ws 但 由 此 可 得 0 < wr? < ,这 意味 着 
0 <zx<7z， 显 然 这 是 不 可 能 的 . 因此， 只 可 能 存在 一 个 正 实 根 . 

为 了 证 明 在 民 中 存在 Yi， 我 们 先 弄 清楚 证 明 思路 ， 然 后 再 严格 地 写 出 证 明 

第 一 步 . 我 们 要 利用 RR 的 最 小 上 界 性 . 还 记得 例 4.8 中 对 定理 4.1 的 讨论 吗 ? 
我 们 最 后 看 到 V2 是 集合 4 的 上 确 界 ， 也 是 集合 B 的 下 确 界 . 如果 构造 一 个 更 
一 般 的 集合 马 ， 即 由 小 于 Wz 的 数 构 成 的 集合 ， 则 可 以 利用 最 小 上 界 性 来 证 明 在 
RR 中 v= sup 厂 存在 .因为 我 们 还 不 知道 Wz 是 否 存在 ， 所 以 现在 不 能 用 它 来 定 
义 五 .因此 我 们 这 样 定 义 EB: 

E={teR|lt>0 有 Ht <z)}. 

那么 这 个 问题 的 关键 就 是 证 明 y = Wx. 在 定理 4.1 中 , 我 们 找到 了 9 = 

这 个 “神奇 的 数 ”， 用 它 来 证 明 任 何 p < V2 都 不 是 4 的 上 界 ( 因为 ae 4, 但 是 


q > p) 但 是 对 于 正 实数 的 一 般 根 ,我 们 如 何 证 明 任 何 小 于 Vz 的 数 都 不 是 马 的 
上 界 呢 ? 
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我 们 的 策略 是 证 明 y = sup BB 既 不 能 小 于 Wz 也 不 能 大 于 Wi， 所 以 它 必须 
等 于 Wrz， 如果 y” < zx， 我 们 最 终 会 得 到 “y 不 是 忆 的 上 界 ”， 这 与 y = sup 了 PB 
相 矛 盾 . 如 果 y”> xz， 我 们 最 终 会 得 到 “ 某 个 小 于 y 的 数 是 EE 的 上 界 ”， 这 也 与 
y 二 sup 马 相 矛 盾 . 

首先 , 我 们 要 证 明 五 满足 最 小 上 界 性 的 要 求 . 换 句 话说 , 五 必须 非 空 且 有 上 
界 . 为 了 证 明 EE 中 至 少 有 一 个 元 素 ， 我 们 希望 找到 一 个 上 > 0, 使 得 t+* < zx. 我 
们 不 能 简单 地 令 t = VE 因为 目前 还 没有 证 明 wx 是 实数 . 相反 ， 如 果 能 找到 
一 个 小 于 z 且 tt 的 t+， 那 么 问题 就 得 到 了 解决 (此 时 ，t" < t < xz) 不 需要 
花费 太 多 功夫 ， 像 上 = = 就 满足 上 述 要 求 . 

为 了 证 明 有 上 界 ， 我 们 希望 找到 一 个 w 使 得 t+ > w 一 > t? > xz. 同样 地 ， 
我 们 不 能 简单 地 令 w = 2 Wi， 所 以 现在 需要 找到 一 个 大 于 x 且 满 足 wu*>w 的 久 
(从 而 使 得 上 > 一 > t? > uw? > wu > 7x) 不 难看 出 , 像 久 = zx 十 1 就 满足 我 们 的 
需求 ( 记 住 x >0). 

因为 及 具有 最 小 上 界 性 ， 所 以 y = sup 五 存在 . 

现在 我 们 来 看 一 看 , 当 y"* < x 时 会 发 生 什 么 . 为 了 得 到 矛盾 “vy 不 是 瑟 的 上 
界 ”, 我 们 要 找到 忆 中 大 于 y 的 元 素 , 即 满足 tr <z 且 t+>y 的 t. 令 t=y+h， 
我 们 需要 找到 一 个 满足 (y 十 h)”<z 的 实数 h > 0. 

当面 对 像 这 样 的 困难 局 面 时 ， 我 们 可 以 利用 寡 的 相关 知识 ， 通过 一 些 经 典 的 
代数 运算 ， 不 难 求 出 

(b—a) 2 = (ba +b" ?a+ +ba" ?+a"!) 


k=1 


二 (b+b" iat + Da" ?+ba"!) 
-= (bla+b" ?oe ++ba” !+a") 


=0”—a". 


此 外 ， 当 0 <a<5b 时 ,我 们 有 


n 


b"—*ar—1 i bv-1 局 


人 


k=1 


n—1l1 
= nb 
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这 样 就 得 到 了 不 等 式 
思 一 ao < (0 一 amnbn 1. 
如 果 令 5=y 十 h,，a = (确实 有 0<a<5)， 那 么 


(y+h)" -yy <hnyt+h)™l. 


因为 我 们 要 证 明 (y 十 h)”< xz， 所 以 现在 只 要 证 明 hn(y 十 h)"-1 < x 一 yr 就 足够 
了 (你 可 以 把 上 述 不 等 式 串 起 来 验证 一 下 ) 
等 一 下 .凭空 得 出 这 个 不 等 式 好像 拉 简单 的 嘛 ? 也 许 吧 . 在 这 样 的 复杂 证 明 
中 , 我 认为 你 没 办 法 解释 清楚 自己 是 如 何 想 出 每 一 步 的 . 我 的 猜测 是 , 给 出 这 一 证 
明 的 数学 家 们 花 了 很 长 时 间 研 究 寡 级 数 ， 在 偶然 发 现 一 个 可 行 的 不 等 式 之 前 ， 他 
们 不 得 不 尝试 大 量 其 他 不 等 式 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 纯 数学 是 探索 和 尝试 新 事物 的 
过 程 ， 直 到 找 出 解决 问题 的 灵丹妙药 ， 另 一 方面 ， 我 不 期 待 你 在 作业 或 考试 中 完 
成 这 样 的 任务 〈 至 少 在 没有 明确 提示 的 情况 下 ， 不 希望 你 这 样 做 ) 
现在 回 到 证 明 . 记 住 , 我 们 正 试 着 找到 一 个 满足 pn(y 十 加 "1 < x 一 y? 的 实 
数 h > 0， 如 果 令 h < 1， 那 么 我 们 的 工作 就 简化 了 ， 因 为 此 时 hn(y 十 有 ”1 < 
hn(y 十 1)"-!， 现 在 只 要 令 
Wy 


人 
n(y + 1)"! 


就 得 到 了 我 们 想 要 的 不 等 式 ， 目 前 我 们 还 没有 使 用 假设 y* < z， 接 下 来 就 该 它 发 


挥 作用 了 : yr* < z 保证 了 上 述 分 式 为 正 ， 因 此 去 年 弛 二 是 一 个 有 效 的 正 实数 
因此 ， 对 于 满足 


2 rT—y 
0<h<minf | 
的 任意 实数 h,， 均 有 (y 十 h)”< zx， 所以, y+he 马 但 yy 是 马 的 一 个 上 界 ， 这 
是 一 个 矛盾 . 

接 下 来 ， 我 们 看 看 当 y* > x 时 会 发 生 什么 .为 了 得 到 矛盾 “ 某 个 小 于 y 的 
数 是 BB 的 上 界 ”， 我 们 需要 找到 一 个 实数 k > 0, 使 得 y 一 k 是 马 的 上 界 . 注意 ， 
kk 也 必须 小 于 y， 因 为 y 一 必须 为 正 .， 所以, 我 们 要 证 明 任 何 大 于 vy 一 k 的 数 都 
不 包含 在 马 中 ， 也 就 是 说 t+>y 一 上 二 妃 > 2. 

如 果 令 t+ >> y 一 k， 则 有 


yw- < (yk)". 
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我 们 要 证 明 的 是 : 上 式 右 端 < y"* 一 xz， 这 样 就 能 得 到 y? 一 1? < wy? 一 x， 从 而 有 
zx < 如 .事实 上 ,我们 可 以 使 用 与 前 一 部 分 相同 的 不 等 式 ! 把 5=y 和 a=y 一 上 
代入 如 -ao < (5 一 a)jnb"*-! 可 得 


yh" < kny 


(因为 0 < a <5 满 足 要 求 ) 于 是 ， 只 要 能 确保 0 < 有 <y， 


Nn 


0 
k= ny™-! 
就 是 我 们 所 需要 的 . 由 关键 假设 y* > z 可 知 一定 是 正 的 . 实际 上 ,k 也 满足 
Pe ky 2 Ee 


ny ny™-1 Nn 


因此 ,不 难看 出 ,任何 大 于 y 一 的 数 都 不 包含 在 马 中 . 所 以 y 一 大 是 一 个 
上 界 , 但 y 是 上 确 界 ， 这 是 矛盾 的 . 

第 二 步 ， 哆 ! 这 个 问题 需要 花 很 多 时 间 来 弄 清楚 ， 但 实际 证 明 过 程 却 不 会 太 
长 ， 当 你 阅读 下 面 的 总 结 时 ， 请 参考 第 一 步 的 内 容 ， 以 确保 你 能 理解 每 个 结论 是 
如 何 从 上 一 个 结论 中 得 出 的 . 


E={teR|lt>0 有 Ht <z)}. 


= 全 如 世上 (因为 zZ<z 二 1 所 以 t<1) 


并 且 上 <Z (因为 zZ<Z+z92) 
= 


= 
马 是 有 上 界 的 ， 因 为 令 以 =x 十 1， 则 有 


t>4 二 如 zt (因为 xz 十 1>1, 所 以 t>1) 
—>{t >t>u>7z 
—t¢E 


一 > wv 是 一 个 上 界 . 


所 以 由 最 小 上 界 性 可 知 ， 在 及 中 存在 y = sup 古 . 
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注意 ， 对 于 任意 0 < a < 0， 我 们 有 
0”"—a”=(0—a) b" far! < (0b— a)no™l. 


k=1 
假设 y* < zx， 并 是 令 
. ZT—y 
h < min { 二 | 3 
那么 存在 满足 上 述 不 等 式 的 正 实数 h， 使 得 0 < wy <y 十 h， 从 而 有 


(y+h)" -yy < hnyt+h)"™! 
<hn(yt+1)"! 


<7r—y. 
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此 时 (y 十 有 ”<z, 所 以 y 二 he 马 , 但 y 是 巨 的 一 个 上 界 . 这 样 就 导致 了 矛盾 ， 


因此 一 定 有 xy" > 7z. 
假设 y* > z， 并 且 令 
一 人 
ny"-1 
那么 0 <k<vy (如 上 所 述 )， 所 以 对 于 任意 t+> vy 一 k， 均 有 
yt <y (yk)" 
< kny"-! 
= 
现在 有 x < 刀 ,， 所 以 t44 ,那么 y 一 k 就 是 马 的 上 界 , 但 yy 是 马 的 上 确 界 . 
样 就 导致 了 矛盾 ， 因 此 一 定 有 wy" < x. 
综 上 所 述 ，y" 一 定 等 于 zx， 也 就 是 说 Yz € 民 . 
推论 5.9 ( 开 方 运算 满足 分 配 律 ). 
正 实数 的 开 方 运算 对 乘法 有 分 配 律 . 
Va,bEeR 有 a,b>0, vneN, (ar 一 anbr. 
为 什么 这 个 推论 不 是 显然 成 立 呢 ? 域 公 理 M2 断言 了 ab = ba， 这 意味 着 


(ab)” = (ab)(ab):… (ab) = (aa pa)(20 0) = a"b". 


这 
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但 要 记 住 ，z 的 次 需 和 z 的 n 次 方 根 是 完全 不 同 的 ， 前 者 只 是 乘法 运算 的 简 
写 ， 而 后 者 表示 找到 了 一 个 正 实 数 y， 使 得 y* = z〈 直 到 现在 ， 我 们 才 知 道 这 样 
的 y 是 存在 的 ) 


证 明 . 由 定理 5.8 可 知 ，Y%a 和 Yu 是 存在 的 . 所 以 我 们 可 以 记 a = (Wa)” 和 
5 一 (VD)"， 那 么 ， 由 域 公理 M2 可 知 
ab= (Va)" (Vo)" = (VaYb)". 


定理 5.8 还 断言 了 唯一 性 .只 可 能 存在 一 个 正 实数 y 使 得 y” = ab， 所 以 
(YaVb = ab 意味 着 Yao = Wab， 我 们 也 可 以 把 这 个 等 式 写成 (ab)* = 


1 1 
anbn. 


我 们 将 说 明 如 何 处 理 无 穷 大 ,以 此 来 完成 对 实数 域 的 曾 述 ,+oo 和 一 00 不 是 
实数 ， 但 我 们 可 以 把 它们 作为 符号 来 使 用 . 
定义 5.10 (扩张 的 实数 系 ). 

扩张 的 实数 系 是 及 U {十 00, 一 00}， 它 与 及 有 相同 的 顺序 ， 并 且 对 于 每 一 个 
ZE 了 R， 均 有 附加 规则 一 00 < x < 十 co. 

十 co 和 一 00 遵循 下 面 这 些 约定 ， 对 于 每 一 个 x € 民 : 


Z 十 co 三 十 co， 2 一 co 三 一 co; 
和 
十 co ”一 co 
2Z > 0 一 2( 十 co) = 十 co，Z( 一 oo) = 一 coj 
2Z<0 2( 十 co) = 一 co，Z( 一 co) = 十 co 


注意 ， 在 计算 


co 0a % 


“wo m0 
方面 没有 给 出 任何 约定 ， 这 些 都 是 无 定义 的 量 . 
扩张 的 实数 系 满足 定义 5.3 的 有 序 域 公理 ， 但 不 满足 定义 5.1 的 域 公 理 ( 例 
如 ，+co 没有 乘法 逆 ) 再 次 强调 ， 扩 张 的 实数 集 不 是 域 ， 但 它 偶尔 会 派 上 用 场 . 
扩张 的 实数 系 有 一 个 有 趣 的 性 质 , 它 的 每 一 个 子 集 都 是 有 界 的 . 如 果子 集 瓦 C 
及 在 了 及 中 没有 上 界 ， 那 么 它 在 到 U{+eco,co}l 中 是 有 上 界 的 ， 也 就 是 说 ，+co 是 


@ 根据 定义 5.10， 芝 = 0. 一 一 编者 注 
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妃 的 上 界 .于 是 由 民 的 最 小 上 界 性 可 知 ， 互 一定 有 一 个 上 确 界 ， 而 这 个 上 确 界 就 
是 +oo， 同 样 地 ， 如 果 妃 C 及 在 尺 中 没有 下 界 ， 那 么 在 扩张 的 实数 系 中 ， 一 cc 
就 是 互 的 下 界 和 下 确 界 . 
这 一 章 的 结构 相当 紧凑 ! 但 是 ， 能 彻底 理解 什么 是 实数 域 真 的 让 人 感觉 售 儿 
接 下 来 ， 我 们 将 把 及 推广 到 向 量 空间 R* 并 研究 其 性 质 ， 如 果 你 一 直 想 知道 
什么 是 “虚数 ”， 那 么 请 翻 开 下 一 页 …… 或 者 幻想 一 下 . 
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在 实 分 析 中 ， 我 们 为 什么 要 研究 复数 呢 ? 复数 不 包括 “虚数 ” 吗 ? 这 些 “ 虚 
数 ”显然 不 是 “实数 ”， 难道 没有 一 个 叫 作 “ 复 分 析 ”的 单独 研究 领域 9 没 错 ， 这 
些 问 题 的 答案 都 是 肯定 的 . 不 过 ,复数 也 是 二 维 实 数 ( 只 是 附加 了 一 些 特殊 运算 
而 已 ) 

为 了 证 明 复 数 集 构成 一 个 域 , 我 们 首先 将 复数 定义 为 由 2 个 实数 组 成 的 向 量 ， 
如 (a,5)， 然后 再 证 明 这 些 复数 其 实 与 你 之 前 见 到 的 a 十 5i 形式 的 虚数 完全 相同 . 
在 证 明了 复数 的 一 些 性 质 之 后 ， 我 们 就 会 发 现任 意 大 小 的 实 向 量 都 具有 类 似 的 性 
质 ， 由 这 些 向 量 构成 的 集合 称 为 欧 几 里 得 空间 . 


定义 6.1 ( 向 量 ). 
一 个 向 量 或 有 维 向 量 就 是 一 个 有 序数 集 ， 记 作 (z1, za) … ,Zh)， 这 里 的 
“顺序 ” 很 重要 ， 除非 Y1 一 2， 否则 (2Z1， Z2) 六 (Z2， 21). 


例如 ，(a, 5) 是 一 个 二 维 实 向 量 ， 其 中 wb Ee 下 当 且 仅 当 wa=c 且 5=d 时 
两 个 2 向 量 z = (a, 5) 和 w = (c, dq) 相等 . 


定义 6.2 (复数 ). 
一 个 复数 就 是 一 个 2 维 实 向 量 ， 其 加 法 和 来 法 运算 定义 如 下 : 


z+Yy= (a++c, b+d), 
XYy = (ac — bd, ad + be). 


复数 集 用 C 来 表示 .如果 不 考虑 复数 的 加 法 和 乘法 运算 , 那么 全 体 复数 就 构 
成 了 二 维 实数 集 ， 用 及 2 来 表示 . 

注意 ， 和 有 理 数 一 样 ， 复 数 也 是 有 序 对 . 但 是 ， 当 日 仅 当 a=c 且 b=4a 时 
(a, 5) = (c, qd). 这 一 点 与 有 理 数 不 同 , 例如 , 当 a=2c 且 "=2d 时 2 和 5 相等 . 

区 别 . 复数 (一 3, 3) 与 开 区 间 (一 3, 3) 并 不 相同 . 前 者 是 由 两 个 实数 (-3 和 3) 
构成 的 数 对 ， 而 后 者 是 -3 和 3 之 间 全 体 实 数 的 集合 . 这 种 模 楼 两 可 的 状况 似乎 
会 给 人 带 来 不 必要 的 麻烦 ,但 这 通常 不 会 有 什么 问题 ， 在 给 定 的 上 下 文中 ， 你 应 
该 能 够 分 清 开 区 间 和 复数 . 
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定理 6.3 (C 是 一 个 域 ). 

全 体 复数 的 集合 构成 一 个 域 . 

具体 地 说 ，(0, 0) 是 加 法 单位 元 ，(1, 0) 是 乘法 单位 元 ， 对 于 任意 复数 2 一 
(a 0), 一 z 二 (~a, 一 了 ) 是 z 的 加 法 递 元 ; 如 果 了 工头 (0,0)， 那么 1 = (5 证， 二 全 ) 
是 2 的 乘法 逆 元 . 


证 明 . 利用 定理 中 给 出 的 单位 元 和 逆 元 ,我们 想 证 明 每 一 个 域 公理 对 C 都 成 立 . 注 
意 , 在 证 明 每 个 公理 时 , 我 们 利用 了 RR 满足 同一 公理 这 一 事实 . 设 x = (a, 0b), y = 
(c, dq) 和 > = (e, 了 ) 均 为 复数 . 


Al1. (加 法 的 封闭 性 ) zx 十 y = (a 十 c,b 十 dq)， 因为 RR 对 加 法 封闭 ， 所 以 
aw+ccER 且 +ae 了 R， 于 是 


(at+c, b+d)eC. 
A2.( 加 法 交换 律 ) 


r+y=(at+c,b+d) 
二 (c+a, d+0b)=Yy+x. 


A3. (加 法 结合 律 ) 


(Zz 十 Y) 十 Zz = 


( 
( 
二 (a 十 (c 二 +e), 5 十 (d+ 了 )) 
= (a,b)+(ct+e, d+i+f)=7+(y+2). 


A4. (加 法 单位 元 ) 


A5. (加 法 逆 元 ) 
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M1. (乘法 的 封闭 性 ) zy = (ac 一 bd,ad 十 bc)， 因 为 及 对 加 法 和 乘法 封闭 ， 
所 以 ac 一 bdE 恨 有 是 ad 十 bc € 民 ， 于 是 
(ac 一 bd, ad 十 bc) EC. 
M2.( 乘法 交换 律 ) 
xy = (ac— bd, ad+ be) 
= (ca— db, c+ da) = yx. 
M3.( 乘法 结合 律 ) 
(zy)z = (ac 一 bd ad+ be)(e, f) 
= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee) 
= (a, b)(ce — df, cf + de) = z(yz). 
M4. (乘法 单位 元 ) 
17 = (1, 0)(a, b) 
= (a—0,b+0)= zx. 
M5. (乘法 逆 元 ) 
1 —b —b 
Wl- (Qa Va Vt 


2 + +02 + a2+ 
_ /e+h ~ab+ab 
CS a2++b2’” oa2 +b2 


= (1,0)=1. 


D. (分 配 律 ) 


zy+z)= (a, b)(cte, d+ 
= (ac+ae—bd—bf,ad+i+af bc be) 
= (ac— bd,ad++bce)+ (ae—bf,af +Vbe)= zy + zz. 


对 于 任意 a, be 有， 我 们 有 (a, 0) + (2, 0) = (a++5,0) 和 (a, 0)(b, 0) = 
(ab, 0)， 因此， 形式 为 (a, 0) 的 复数 在 加 法 和 乘法 方面 与 相应 的 实数 a 相同 .如 
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果 把 (a, 0) EC 与 a € 有 R 对 应 起 来 ， 那 么 实数 域 就 可 以 看 作 是 复 域 的 子 域 . 〈 子 
域 是 另 一 个 域 的 子 集 ， 其 本 身 就 构成 一 个 域 . ) 

然而 ， 复 数 域 不 是 有 序 域 . 它 不 满足 公理 02， 因 为 当 x = (0, 1) 时 ， 虽 然 
2 天 0， 但 是 


事实 上 ， 我 们 对 复数 (a, 5b) 的 定义 与 更 常见 的 a 十 bi 完全 相同 ， 而 后 者 使 用 
了 虚数 i = V-I， 对 于 任意 实数 a， 我 们 可 以 把 a 看 做 a = (a, 0); 类 似 地 ， 令 
i 二 (0, 1)， 那 么 


更 进一步 ， 我 们 有 


Q 十 项 = (a,0) + (b,0)(0,1) 
= (a,0)+(0—0,6+0)= (a,0). 


现在 我 们 可 以 理解 复杂 的 (或 应 该 说 复数 的 ? ) 乘法 规则 背后 的 动机 了 : (a, 5) 
(c, d) = (ac 一 bd, ad 十 bec). 如 果 让 两 个 a 十 所 形式 的 复数 相 乘 ,我 们 会 得 到 


(a+bi)(c+ di) = ac+tadit bei+t bd(i’) 
= ac—bd+tadi+tbci= (ac— bd, ad+ bc). 
定义 6.4 ( 复 共 斩 ). 
对 于 任意 a, bE 恨 , 令 z=a 十 下 (那么 zEC) 我 们 称 a 为 > 的 实 部 ， 记 
作 w=Re(z); 称 口 为 > 的 虚 部 ， 记 作 b= Im(z). 
定义 马 二 a 一 抽 ， 那 么 避 也 是 一 个 复数 ， 我们 称 其 为 z 的 复 花 (或 共 轮 ) 


定理 6.5 ( 共 罗 的 性 质 ). 
设 Z 二 a 十 bi, w= 二 Cc 十 di 都 是 复数 .下 列 性 质 成 立 : 
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)(w). 
性 质 3. z 十 Zz = 2Re(z), z 一 Zz = 2iIm(z). 
性 质 4. zzE 民 ， 当 z 关 0 时 zz>0. 


证 明 . 这 些 性 质 的 证 明 应 该 是 小 菜 一 碟 . 注意 , 我 们 只 使 用 复数 的 a 十 i 形式, 但 
计算 结果 与 使 用 (a, 5) 形式 的 计算 结果 相同 . 


性 质 1. 共 力 运算 对 加 法 有 分 配 律 ， 因 为 


2 十 岂 王 (十 十 (十 di 
一 (aC 十 一 (0 十 di 
一 (aa 一下) 十 (c 一 下) = 过 十 瑟 . 


性 质 2. 共 斩 运 算 对 乘法 有 分 配 律 ， 因 为 


Zw = (ac— bd)+ (ad+ bo)i 
= (ac— bd)— (ad+ be)i 
= (a— bi)(c— di) = (2)(w). 


性 质 3. 我 们 有 


类 似 地 ， 有 


Zz—Z=a+bi— (a— bi)= 20= 2im(z). 
性 质 4. 不 难看 出 


zz=(atbi)(a—bi)=@— (YR =a +b 


是 实数 ， 显然， 只 要 z 头 0，2z 就 是 正 数 ( 当 z=0 时 ,zz 是 0). 


定义 6.6 (绝对 值 ). 
对 于 任意 z E C， 将 z 的 绝对 值 定义 为 zz 的 正平 方 根 . 
用 符号 表示 ， 即 : 
|z| = +(22)3. 
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当然 ， 绝 对 值 总 是 zz 的 正平 方 根 . 因为 上 面 的 定理 证 明了 zz 是 > 0 的 实 


数 ， 所 以 定理 5.8 就 保证 了 任意 复数 绝对 值 的 存在 性 和 唯一 性 . 


这 个 绝对 值 的 定义 与 我 们 熟悉 的 实数 绝对 值 的 定义 是 一 致 的 ， 对 于 任意 ze 


及 ， 均 有 z = 元， 所 以 jz| = VO， 于 是 


图 zx 如果 zy>0， 
打 放 了 一 一 
一 x ”如果 z < 0， 


因此 |z| = max{z, 一 zZ}. 


定理 6.7 (绝对 值 的 性 质 ). 
设 z 二 a 十 bi, w= 二 Cc 十 di 均 为 复数 ， 那么 下 列 性 质 成 立 : 
性 质 1. 如 果 z 关 0 则 |z|>0， 如 果 z==0 则 |z|=0. 
性 质 2. |z| = |z|. 
性 质 3. |zw| = |zllwl. 
性 质 4. |Re(z)| < |z|, IIm(z)| < |al. 
性 质 5. |z 十 w| < |z| 十]wl. 


性 质 5 称 为 三 角 不 等 式 . 如 果 把 > w 和 zx 二 看 作 一 个 三 角形 的 三 条 边 , 那 


么 性 质 5 就 断言 了 三 角形 的 主要 性 质 ， 即 任意 一 条 边 都 小 于 其 他 两 条 边 之 和 . 
证 明 . 这 些 证 明 大 多 利用 了 上 一 个 定理 中 的 共 思 性 质 


性 质 1. |z| 是 zz 的 正平 方 根 , 所 以 只 要 z 不 为 零 , 它 就 是 正 的 . 如 果 z = 0， 


那么 |z| = (00)3 =0. 
性 质 2. 一 般 情况 下 ， 


一 极 
=a++0i=z 
所 以 
= 
Ga 有 


性 质 3. 由 C 的 域 公理 M2 可 知 


|zao| = (zuozm) 主 一 (230 机) 主 
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如 果 z=0 或 w= 0， 显然 有 |zw| = 0 = |zllw|， 否则 ， 根据 定理 6.5 的 性 质 4， 
2z 和 wT 都 是 正 实数 ， 那 么 由 推论 5.9 可 知 ， 


LI 


(2z2wWD)? = (22)3 (ww)3, 


于 是 |zw| = |zllwl. 
性 质 4. 我 们 有 
IRe(2)| = lal 
J 
< VQ 十 可 (因为 忆 之 0) 
= 
类 似 地 ， 有 
Im(2)| = | 
二 
VQ 十 六 (因为 a? >0) 
= V2zz = |4. 


性 质 5. 有 0 = 可 = 2 可 ， 所 以 ，zw 是 2 而 的 共 斩 ， 根据 定理 6.5 的 性 质 3， 
这 意味 着 z 如 十 Zw = 2Re(zw)， 我 们 把 这 个 结论 用 在 下 面 的 不 等 式 里 : 


Iz+ w= (z+w)(z+w) 


二 (z 十 Ww)(z 十 可) 


三 ZZ 十 ZW 二 Zw 十 www 

= |z|? + 2Re(zw) 十 | 

< zs 十 2|z| 十 wl? (利用 性 质 4) 

= |z 十 2|z|lwl 十 wj? (利用 性 质 2 和 性 质 3 ) 
= ( 直 十 lw) 


由 于 不 等 式 的 两 端 都 是 > 0 的 实数 ， 所 以 我 们 可 以 取 平 方 根来 得 到 |z + w| < 


1z|+ wl. 
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定理 6.8 ( 柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 ). 
对 于 任意 Q1),0Q2)……… ,Qn E C 和 b1,b2,*…: ,bn € GC; 下 列 不 等 式 成 立 : 


EE 


这 个 不 等 式 说 明了 什么 ?! 有 时 候 求 和 符号 可 能 会 让 人 迷糊 , 写成 逐 项 和 的 形 
式 或 许 会 更 有 帮助 


Job + oa 而 十 … 十 an 本 | 
< (|aaj? 十 laaj? 站 “站 lanl ) (lol? 十 52|? 半生 lbnl?) 
左 端 和 式 中 的 共 思 让 人 感到 有 些 困惑 ， 我 们 可 以 通过 把 5; 替换 成 页 来 简化 
不 等 式 (因为 a; 和 b; 都 是 任意 复数 )， 于 是 有 


3 Se -一 |2 
Q101 二 Q202 十 … 十 Qnbn 


< (lo + loa 十 十 on (lbh + 162b + + on)?) ， 
整理 后 即 


|aibi 十 Qa202 十 .… 十 anbnl|” 
< (la 十 oz 天 二 十 an 上 (lb + | 二 +-… + |5a| ). 


这 看 起 来 就 像 一 个 变异 的 三 角 不 等 式 ， 不 是 吗 ? 我 们 很 快 就 会 看 到 ， 在 它 的 
众多 应 用 中 ， 其 中 一 个 就 是 用 它 来 证 明 关 于 任意 大 小 的 实 向 量 的 三 角 不 等 式 . 


证 明 . 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 的 两 端 都 是 > 0 的 实数 . 如果 (507_1 1aj|?)(327_112;[) 
二 0， 那 么 一 定 有 al = ua 二:…= 二 a 二 0 或 01=b 二.… 二 b= 0， 从 而 显然 有 
[二 六 ;ozo = 0， 结 论 得 证 ， 现 在 我 们 只 需要 证 明 不 等 式 两 端 都 为 正 的 情况 . 

由 于 和 的 范围 是 从 1 到 某 个 自然 数 n， 所 以 我 们 可 以 使 用 归纳 法 来 证 明 . 首 
先 ， 我 们 证 明 不 等 式 对 沁 j_, 成 立 ; 然后 假设 关于 ”i 的 不 等 式 成 立 ， 并 证 明 
它 对 7?_1 也 成 立 . 


2 1 1 
> =|ab| = |al’l0l = (7 (> of] : 
ai 


j=1 
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归纳 步骤 .归纳 假设 是 


入 


1 A n—l1 7 一 1 
ajb;| < (Ser) ( op) 
j=1 j=1 


记 住 ,我们 只 需要 考虑 不 等 式 两 端 都 是 正 的 情况 ， 所 以 两 端 同时 取 平 方 根 可 得 


De 


j=1 


n—l 


> ajb; 
je 


于 是 
nN n—l 

> Qjb; 一 [过 号 | 卡 Qnbn, 
了 一 圭 jt 


< 


十 |anbn| (利用 三 角 不 等 式 ) 


n—1l1 
> ajb; 
j=1 


八 


n—l nl 
\ BC a (Sr) 十 |anbn| (利用 归纳 假设 ) 


j=1 j=1 


n—l n—l1 
Ep opt 
和 气 j=1 


这 里 我 们 遇 到 了 点 儿 困 难 . 我 们 希望 能 够 将 |a,| 和 |b;| 的 平方 代 人 到 各 自 的 
平方 根 的 和 式 中 .如 果 令 


n—l n—l1 
>》 ojl?， b= >》 ly;l2, c= |anl, d= |b,,|, 
j=1 j=1 


那么 我 们 想 要 的 是 


ab+cd < Va2 十 c2Vb2 十 史 2. 
事实 上 ， 我 们 可 以 做 到 这 一 点 ! 这 个 不 等 式 对 于 任意 w b, c, de 民 都 是 成 立 的 ， 
因为 
0 < (ad 一 pc) 一 a202 一 2abcd + be? 
—> 2abcd < a2d2 + be 


—> a20? + 2abcd + Ca < ob + oad 十 b2c2 十 c2d2 
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—> (ab+cd)’ < (@ +e)(r + a), 


又 因为 上 式 两 端 都 是 正 实数 ， 所 以 同时 取 平 方 根 即 可 . 
利用 这 个 不 等 式 ， 我们 就 得 到 了 


区 二 


n—1l 
< \ > on 2 bl loallos| 
j=1 


了 二 


Nn 
> ajb; 
j=1 


大 知 三 淖 
Sn on Dol + lbsl? 


5 一 j=1 


EB 


对 上 式 两 端 同时 平方 就 完成 了 归纳 步 又 . 


现在 我 们 可 以 把 与 复数 有 关 的 一 些 想 法 推广 到 任意 大 小 的 实 向 量 . 


定义 6.9 (向 量 空间 R*). 

由 全 体形 维 实 向 量 构成 的 集合 记 作 有 R*， 民 * 中 的 每 一 个 元 素 (也 叫 作 点 ) 记 
作 了 三 (zza ,Tk)， 其 中 X17X2,… ,Xk E 民 称 为 zz 的 坐标 . 

对 于 z, Yy € R* 和 awe 了 了， 向 量 加 法 定义 为 


2 十 三 (21 二 Yi, YX2 十 2 ,TEk 二 Vk), 
az = (Qi1, QT2, QZ). 
向 量 0 < 了? 定义 为 0 = (0,0,:… ,0). 
我 们 称 实数 集 及 为 实 线 ， 称 二 维 实数 集 及 2 为 实 平 面 . 
注意 ， 我 们 始终 有 Zz 十 y € R* 和 az € R*， 所 以 R* 对 向 量 加 法 和 数 乘 运 
算 封闭 .这 两 种 运算 都 满足 结合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 对 于 任意 一 个 集合 ， 如 果 
它 有 满足 上 述 条 件 的 运算 ， 那 么 该 集合 就 称 为 向 量 空间 这 是 线性 代数 中 经 常 研 


究 的 另 一 种 代数 结构 ， 它 跟 域 是 不 同 的 . 因此 R* 是 实数 域 上 的 向 量 空间 . (但 是 
R* 不 是 域 ， 因 为 两 个 向 量 无 法 相 乘 . ) 
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定义 6.10 ( 欧 几 里 得 空间 ). 
对 于 任意 x,y E R*， zz 和 4 的 内 积 (或 数量 积 ) 定义 为 

k 
TXT.Yy= riys = TI1Y1 +T ToY2 二 二 TkYE: 


由 


A 
l= (| = 二 对 十 鸡 十 … 十 2 

i=1 
向 量 空间 RR* 连同 内 积 和 范 数 运算 共同 构成 维 欧 几 里 得 空间 . 


区 别 . 注意 ， 数 量 积 与 数 乘 运算 不 同 . 在 这 两 种 运算 中 ,“ 数 ” 指 的 都 是 一 维 
向 量 ( 即 实数 ) 数量 积 .ye 下 是 让 两 个 向 量 相 乘 从 而 得 到 标量 的 方法 ， 而 数 
乘 运算 az e R* 则 是 让 标量 乘 以 向 量 以 产生 向 量 的 方法 . 

此 外 ， 对 于 2 维 实 向 量 ， 数 量 积 与 复数 乘积 也 不 相同 .对 于 复数 > = (a,5) 
和 ww=(cd，z.uw=ac+bd 是 数量 积 ， 而 zw = (ac 一 bd,ad 十 bc) 则 是 复数 乘 
积 . 注意 ,对 于 维 数 大 于 2 的 实 向 量 ,我 们 还 没有 定义 类 似 的 复数 乘积 ， 因 此 R* 
不 是 域 〈 我 们 需要 一 种 将 两 个 向 量 相 乘 并 得 到 一 个 向 量 的 方法 ) 

当然 ， 范 数 始终 等 于 zz 的 正平 方 根 . 由 于 z 与 自身 的 数量 积 始终 是 一 个 
实数 ， 所 以 由 定理 5.8 可 知 任何 实 向 量 的 范 数 一 定 存在 且 唯 一 . 

记 住 ，(a,5) ec 的 绝对 值 定 义 为 


lo 可 = V (a,b)(a, —b) = Vo +, 
所 以 复数 和 实数 的 范 数 就 是 它 的 绝对 值 


定理 6.11 ( 范 数 的 性 质 ). 
设 zzER， 令 aeER 则 下 列 性 质 成 立 : 


性 质 1. 如 果 z 关 0 则 lz| > 0， 如 果 =0 则 |z| = 0. 
性 质 2. |az| = |al|z|. 
性 质 3. |z :gl 和 |zllyl. 


性 质 4. |x 十 y| < |z|+|yl. 
性 质 5. |z 一 z| <|z 一 y| 二 |y 一 4. 
性 质 6. |z 一 y| > |z| 一 |yl. 
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虽然 这 个 定理 告诉 我 们 |z| > 0, 但 注意 “x > 0” 是 无 意义 的 ， 因为 在 R* 中 
没有 定义 元 素 的 顺序 . 

性 质 4 断言 欧 几 里 得 空间 的 三 角 不 等 式 . (实际 上 ,性质 5 更 适合 “三 角 
不 等 式 ” 这 个 名 字 ， 因 为 如 果 我 们 把 x, y 和 z 看 作 三 角形 的 三 个 顶点 ， 那 么 
Iz 一 z|, |z 一 y| 和 |y 一 Z| 就 代表 三 条 边 的 长 度 . ) 

证 明 . 这 些 性 质 大 多 与 定理 6.7 中 绝对 值 的 性 质 相 似 ， 但 又 不 完全 相同 . 

性 质 1. 因为 |z| 是 z :zx 的 正平 方 根 ， 所 以 只 要 z 不 为 零 ，|z| 就 是 正 数 . 

如 果 xz = 0， 那么 


I0|= (0.0)3 = VOTO+..+0=0. 


性 质 2. 我 们 有 
laz| = Vaz .ax 
= Vo? + a2n3 + 十 Q2720 
= Va2vVZ z= |allz|. 
性 质 3， 令 
0 一 21 02 = 72, ,ap= Tk b=, b= ya, ,bk = Yk 


因为 z 和 y 的 坐标 都 是 实数 ( 即 形式 为 (a,0) 的 复数 )， 所 以 每 一 个 a; 和 b; 都 
是 复数 . 
于 是 ， 由 柯 西 - 施 瓦 将 不 等 式 可 知 ， 


| 2 一 zi 


k 
= > aiab; 
i=1 


人 
人 


= |z| | 
由 于 上 式 两 端 均 > 0， 所 以 同时 取 平方 根 即 可 . 
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性 质 4. 利用 上 一 条 性 质 ， 我 们 有 


Iz+y = (2:Yy): (2.Y) 
二 (zi Yi) (Ti + Yi) 


一 > (2 + 2viyi + Yi ) 


一 2 二 2. 十 UV 
Iz:z|+2lz.y +ly: yl 
[zllz| + 2|zlly| + lylly 


由 于 上 式 两 端 均 > 0， 所 以 同时 取 平 方 根 即 可 . 
性 质 5. 实际 上 , 这 条 性 质 与 上 一 条 性 质 完全 相同 , 只 需 将 z 替换 成 2 一 y， 
将 y 替换 成 y 一 z 即 可 . 
性 质 6. 在 上 一 条 性 质 中 , 令 z = 0， 并 从 两 端 同 时 减 去 |y| 即 可 . 


为 什么 要 使 用 虚数 呢 ? 就 像 你 了 解 的 那样 ， 复 数 集 就 是 带 有 特殊 加 法 和 乘法 
运算 的 RR?.， 学 会 处 理 新 的 集合 、 域 和 向 量 空间 是 学 习 实 分 析 的 一 个 重要 部 分 . 

不 入， 我 们 将 开始 学 习 拓扑 学 知识 .为 此 ， 我 们 将 引入 集合 论 中 另 一 个 重要 
概念 : 函数 和 称 为 双 射 的 特殊 函数 ， 
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从 基本 层次 上 说 ， 拓 扑 学 关注 的 是 集合 及 其 元 素 的 性 质 . 第 9 章 将 给 出 大 量 
的 拓扑 定义 ， 但 我 们 首先 要 理解 可 数 性 的 概念 . 为 此 ， 本 章 将 讨论 函数 的 一 些 重 
要 性 质 ， 为 建立 双 射 的 定义 做 好 准备 . 

我 相信 当 读 到 “函数 ”这 个 词 的 时 候 ， 你 会 发 出 一 声 叹息 . 在 多 年 的 数学 课 
上 ， 你 可 能 反复 地 看 到 它们 ， 一 次 又 一 次 地 定义 它们 .但 是 我 们 仍然 需要 正式 地 
定义 函数 ， 并 让 它们 与 集合 符号 保持 一 致 ， 没有 函数 就 不 可 能 有 微 积分 ， 更 不 会 
有 实 分 析 . 
定义 7.1 (函数 ). 

如 果 集 合 4 的 每 一 个 元 素 x 都 可 以 在 集合 BB 中 找到 唯一 对 应 的 元 素 f(z)， 
那么 关系 f 就 是 一 个 函数 ( 也 称 为 映射 ) 我 们 说 f 把 4 映射 成 B， 记 作 

f:AB, f: ro f(r). 

集合 4 称 为 f 的 定义 域 ， 集合 B 称 为 f 的 上 域 . 


例 7.2 (函数 ). 
图 7.1 演示 了 一 个 不 是 函数 的 关系 . 


WE 


本 


7.1 图 中 的 关系 不 是 函数 4 一 B， 因为 它 把 4 的 同一 个 元 素 映射 到 B 中 两 个 不 同 的 元 素 


下 面 是 一 个 定义 域 为 A = R 且 上 域 为 B= RR 的 函数 : 


f: RR, f:ror. 


第 7 章 双 射 65 


简 言 之 ， 我 们 可 以 把 这 个 函数 写成 f(z) = x?. 不 过 ， 这 确实 容易 产生 歧义 ， 因 
为 我 们 没有 指定 要 映射 哪些 集合 ， 可 能 是 f : Q 一 Q， 也 可 能 是 f : {1,2,3} 一 
{1, 4, 9}， 当 需要 知道 哪些 集合 被 映射 时 ， 我 们 要 把 它们 明确 地 写 出 来 . 
另 一 个 例子 是 
vieEN, f:rp 1, 
这 个 函数 的 定义 域 是 4 = N. 这 里 没有 指定 上 域 . 
另 一 方面 ， 
vreR, f: rr Vr, 
不 是 函数 , 因为 同一 个 x 被 映射 到 了 多 个 值 , 即 +Vz 和 一 Vz. 注意 f(z) = 十 Vx 
和 g(x) = 一 Vz 都 是 函数 . 
定义 7.3 ( 像 和 值 域 ). 
对 于 任意 函数 f : A -BB 和 任意 马 C A,，f() 是 轧 中 所 有 元 素 经 了 映射 
得 到 的 元 素 的 集合 ， 集 合 f(B) 巴 作 瑟 在 了 下 的 像 . 
用 符号 来 表示 ,， 马 在 f 下 的 像 是 集合 : 


f(E)= {f(7)|z € E}. 


集合 有 (4) 称 为 有 的 值 域 


例 7.4 ( 像 和 值 域 ). 
图 7.2 演示 了 一 个 集合 的 像 和 一 个 函数 的 值 域 . 


图 7.2 函数 f 作用 在 集合 4 上 ， 的 值 域 是 f(A4A)， 它 把 元 素 xz 映射 到 元 素 f(z)， 把 集合 
忆 映射 到 集合 /( 百 .当然 ， 这 两 者 都 包含 在 值 域 f(A4) 中 


如 果 马 = (-3,3)， 并 且 


f:R— >R, f: rr rx,, 
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那么 巨 在 f 下 的 像 是 半 开 区 间 f(E) = [0,9)， 因 为 每 一 个 正 实数 都 是 某 个 实数 
的 平方 ， 所 以 了 的 值 域 是 [0, co)， 
如 果 态 = {1,2,3} 且 


vieEN, f:rp 1l, 
那么 巨 在 f 下 的 像 就 是 集合 f(B) = {1}.， 事实 上 ，f 的 值 域 也 是 集合 {1}. 


定义 7.5 ( 原 像 ). 

对 于 任意 函数 f : A -> B 和 任意 GC B, f-1(G) 是 4 中 那些 在 f 下 的 像 
包含 在 G 中 的 所 有 元 素 的 集合 ， 集 合 f-1(G) 称 为 G 在 f 下 的 原 像 . 

用 符号 来 表示 ，G 在 f 下 的 原 像 是 集合 : 


-1(G) = {ze A| f(z) eG}. 


对 于 任意 yE B，f-1(y) 是 4 中 所 有 像 为 y 的 元 素 的 集合 . 
用 符号 来 表示 ， 对 于 任意 y€ B: 


f (y= {re A|fz)=Y)}. 


例 7.6 ( 原 像 ). 
图 7.3 演示 了 艺 数 f 以 及 几 个 集合 的 原 像 . 


图 7.3 G, B 和 在 函数 了 下 的 原 像 


函数 Vz < Z，f(zx) = 22 的 映射 关系 是 Z 一 NU {0}. 集合 N 在 f 下 的 原 
像 是 那些 平方 为 自然 数 的 全 体 整数 的 集合 ， 所 以 f7!1(N) = Z\ {0}. 只 包含 一 个 
数 16 的 集合 在 f 下 的 原 像 是 广 !({16}) = {4, 一 4}. 注意 , 这 意味 着 广 ! 不 是 函 
数 ( 因为 它 把 一 个 元 素 映射 到 两 个 不 同 的 元 素 ). 
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定义 7.7 ( 逆 ). 
对 于 任意 函数 f : 4 一 已 如果 关 系 广 !: B 一 A 是 一 个 函数 ， 那 么 我 们 
称 f-1 为 的 道 ， 如 果 存 在 这 样 的 逆 ， 则 称 f 是 可 逆 的 . 


例 7.8 ( 逆 ). 
函数 
六 限 一 月， 了 7ZFy2Z2 
是 不 可 逆 的 ， 因 为 它 的 道 广 !(y) = Vy 不 是 一 个 函数 〈( 它 把 y 同时 映射 到 十 V7 
和 一 Vy》 
另 一 方面 ， 冰 数 
vreR, f: rp 27 
是 可 逆 的 ， 因 为 它 的 逆 是 /1(y) = 名. 


注意 ， 我 们 记 作 广 !(y) = 而 不 是 广 !(z) = 35. 虽然 它们 的 意思 相同 ,但 
我 们 要 和 弄 清 楚 ， 对 于 f : 4 一 B，f-! 作用 于 B 中 的 元 素 y， 而 不 是 4 中 的 元 
素 

在 上 面 的 例子 中 , 如果 我 们 把 f 的 定义 域 限制 为 集合 N, 那么 上 就 是 不 可 逆 
的 ， 因 为 广 !(3) = :不 是 自然 数 . 

为 了 弄 清 楚 哪 些 函 数 是 可 逆 的 ， 我 们 需要 学 习 两 种 特殊 类 型 的 图 数 : 映 上 函 
数 和 一 对 一 函数 . 
定义 7.9 ( 映 上 函数 )， 

对 于 任意 函数 f : A 一 B， 如 果 f-1(y) 对 于 每 个 ye B 都 至 少 包含 A 的 
一 个 元 素 ， 那 么 上 就 是 4 到 号 的 映 上 上 映射， 映 上 函数 也 称 为 满 射 函数 或 满 射 

如 果 上 域 B 中 的 每 一 个 元 素 都 能 被 定义 域 4 中 的 某 个 元 素 映射 到 ， 那 么 这 
个 函数 就 是 一 个 满 射 ， 换 名 话说 ，j 的 值 域 必须 是 整个 巨 ， 也 就 是 说 /4) = B. 


例 7.10 ( 映 上 函数 ). 
图 7.4 演示 了 映 上 函数 . 
如 果 B = {1}， 那 么 函数 


太一 万 f:rol 


是 映 上 的 . 但 是 ， 如 果 B 关 {1}， 那 么 f 不 是 映 上 的 ， 因 为 B 中 某 些 元 素 在 f 
下 没有 原 像 . 
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Ty 


4 
) 


7.4 如果 B 只 包含 图 中 的 三 个 点 ， 那 么 这 个 函数 就 是 映 上 ( 满 射 ) 函数 ( 因为 B 的 每 个 
元 素 至 少 被 4 中 一 个 元 素 映射 到 ) 


任何 非 映 上 的 函数 都 是 不 可 逆 的 ， 因 为 /7? 不 是 对 B 的 所 有 元 素 都 有 定义 . 
但 是 ， 其 逆 命题 不 一 定 为 真 : 确实 存在 不 可 北 的 映 上 函数 . 例如， 函数 


f: {1,2}={1}, f: rol, 


是 映 上 的 ， 因 为 B 的 每 一 个 元 素 ( 即 它 的 唯一 元 素 ) 都 能 被 f 映射 到 . 但 f 是 
不 可 逆 的 ， 因 为 广 !(1) 映射 到 4 的 两 个 不 同 元 素 . 
定义 7.11 (一 对 一 函数 ). 

对 于 任意 函数 f : A 一 B， 如 果 广 !(V) 对 于 每 个 ye B 都 至 多 包含 A 中 
的 一 个 元 素 ， 那么 f 就 是 A 到 B 的 一 对 一 映射 . 一 对 一 函数 也 被 称 为 单 射 函 数 
或 单 射 . 


如 果 上 域 B 的 每 一 个 元 素 都 被 定义 域 4 中 至 多 一 个 元 素 映 射 到 ， 那 么 这 个 
函数 就 是 单 射 。 换 句 话 说 ， 对 于 每 一 对 不 同 的 元 素 zl, za < 4 (“ 不 同 ” 意 味 着 
ZT1 关 x2)， 我 们 一 定 有 f(zx1) f(z2). 

例 7.12 (一 对 一 函数 ). 
图 7.5 演示 了 一 对 一 函数 . 
函数 
vreR, f:rP27 
是 一 对 一 函数 ， 因 为 x1 # Za 一 人 271 天 272. 
另 一 方面 ， 函 数 
vreR, f:rm yr? 


不 是 一 对 一 函数 .例如 ， 数 4 有 两 个 原 像 : -2 和 2. 
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Ty 


7.5 如 果 4 只 包含 图 中 的 三 个 点 ， 那 么 这 个 函数 就 是 一 对 一 ( 单 射 ) 函数 ( 因为 B 的 每 
个 元 素 最 多 被 4 的 一 个 元 素 映射 到 ) 


与 非 满 射 的 函数 一 样 ,任何 非 单 射 的 函数 也 不 可 逆 : 如 果 B 的 某 个 元 素 至 少 
被 4 中 两 个 元 素 映射 到 ， 那 么 广 : 就 不 是 函数 . 
同样 地 ， 其 逆 命 题 不 一 定 为 真 : 确实 存在 不 可 逆 的 单身 函数. 例如， 函数 
f: {1}=o{1,2}, f: rz 1, 


是 单 射 函 数 ， 因 为 B 中 没有 哪个 元 素 是 被 4 中 多 个 元 素 映射 到 的 . 但 f 不 可 道 ， 
因为 广 !(2) 无 定义 . 


定义 7.13 ( 双 射 ). 双 射 是 既 映 上 又 一 对 一 的 函数 . 


例 7.14 ( 双 射 ). 
图 7.6 演示 了 双 射 .将 其 与 图 7.4 和 图 7.5 进行 对 比 ， 它 们 都 不 是 双 射 . 
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图 7.6 如 果 4 和 B 都 只 包含 图 中 的 三 个 点 ， 那 么 这 个 函数 就 是 双 射 ( 因为 B 的 每 个 元 素 
都 恰好 被 4 的 一 个 元 素 映射 到 ) 


到 目前 为 止 ， 在 我 们 看 到 的 所 有 函数 中 ， 只 有 


f:rP27r, vreR 


70 ”第 三 部 分 拓扑 学 
是 双 射 . 
定理 7.15 ( 双 射 < 全 可 道 ). 当 且 仅 当 f: A 一 B 是 可 北 函 数 时 它 是 双 射 . 


证 明 . 我 们 先 证 明 双 射 是 可 逆 函 数 . 为 了 使 广 : 存在 ， 广 ! 必须 对 B 的 每 个 元 素 
都 有 定义 , 而 且 B pn a 4 的 一 个 元 素 ( 如 果 与 4 的 两 个 不 同 元 
素 对 应 ， 那 么 广 : 就 不 是 函数 了 ) 这 一 点 可 以 利用 定义 来 证 明 ! 因为 f 是 满 射 ， 
所 以 B 的 每 一 个 元 素 都 被 A | 因此 广 ! 对 B 的 每 个 元 素 都 
有 定义 .由 于 f 是 单 射 函数 ， 所 以 B 的 任意 两 个 元 素 都 不 会 被 4 的 同一 个 元 素 
映射 到 ， 因 此 vy e B, f-!1(y) 是 唯一 的 . 

另 一 个 方向 可 以 按照 类 似 的 方法 来 证 明 . 如 果 f 是 可 道 函数 , 那么 f-!1 对 B 
的 每 个 元 素 都 有 定义 ， 因 此 B 的 每 个 元 素 一 定 可 以 通过 f 被 4 的 某 个 元 素 映 射 
到 ， 所 以 了 是 满 射 ， 另外， 因为 广 ! 是 一 个 函数 ， 所 以 每 个 ze 4 对 应 不 超过 
一 个 f(x) e B， 因 此 f 是 单 射 . 


实际 上 ， 双 射 的 逆 不 仅 存在 ， 而 且 其 本 身 也 是 一 个 双 射 ! 
定理 7.16 ( 双 射 的 逆 ). 如 果 f : 4A 一 B 是 双 射 ， 那么 广 !: B 一 > A 也 是 双 射 . 


证 明 . 你 能 完成 的 ! 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


证 明定 理 7.16 
因为 f 是 单 射 水 数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 在 f 的 作用 下 由 4 中 至 多 一 


个 元 素 映射 到 ,因此 广 : 是 .因为 /必须 对 的 每 个 
元 素 都 有 定义 ， 所 以 集合 4 是 的 值 域 . 
因为 f 是 满 射 图 数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 在 f 下 由 4 中 至 一 个 元 


素 映 射 到 ， 所 以 广 :! 的 定义 域 是 

因为 f 是 一 个 函数 ， 所 以 4 的 每 个 元 素 只 只 能 映射 到 B 的 一 个 元 素 ， 所 
以 广 : 是 

因此 ， 广 ” 既是 单 射 函 数 又 是 满 射 函数 ， 所 以 它 是 


定义 7.17 (复合 函数 ). 
由 f: A 一 BB 和 g: BB 一 CO 这 两 个 函数 复合 而 成 的 函数 是 : 


gof: A—C, gof: tog(f(7)). 
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例 7.18 (复合 函数 ). 
复合 函数 很 简单 , 你 只 需要 先 应 用 一 个 函数 , 然后 再 应 用 男 一 个 函数 即 可 . 如 
果 f(x) = 2z 且 g(x) = 7x?*， 那么 


(go f)(2) = g(f(2)) = (27)° = 42°. 


记 住 ， 要 想 复 合 两 个 函数 f: A 一 B 和 gg: B 一 0C,f 的 上 域 B 必须 与 g 
的 定义 域 B 相同 .如 果 想 交换 复合 顺序 来 计算 fog， 则 必须 有 C = A. 
注意 , 一 个 函数 与 其 逆 的 复合 (以 任意 顺序 复合 ) 就 是 恒 等 映 射 xz ry zx, 因为 


(f° of)(z)= 7 (fF(2) = 7 = ff (7) = (fo )(2). 


在 下 一 章 中 ， 我 们 将 使 用 双 射 来 更 好 地 理解 无 限 集 的 含义 ， 你 可 能 已 经 听 说 
过 不 止 一 种 类 型 的 无 穷 大 ， 这 将 使 我 们 的 生活 变 得 更 加 复杂 ( 但 也 更 有 趣 ， 不 是 
吗 ?1 ). 
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如 前 所 述 ， 我 们 将 研究 两 种 不 同类 型 的 无 限 集 : 可 数 集 和 不 可 数 集 . 对 于 每 
一 种 类 型 的 无 限 集 ， 我 们 都 会 给 出 例子 来 做 进一步 探讨 ， 并 且 会 明白 Q 是 可 数 
集 ， 而 及 是 不 可 数 集 ， 这 些 定义 根植 于 势 的 度量 ， 而 势 是 一 种 等 价 关 系 . 
定义 8.1 (等 价 关系 ). 

当 两 个 对 象 a 和 0b 之 间 的 关系 三 满足 以 下 三 条 性 质 时 ， 则 称 为 等 价 关系 : 


性 质 1. ( 自 反 性 ) a 三 wa. 
性 质 2. (对 称 性 ) 如 果 a = 二 6， 那么 b=a. 
性 质 3.( 传递 性 ) 如 果 a 三 5b5 且 b= 三 c， 那么 a 二. 


在 这 个 定义 中 ，= 是 用 来 表示 任意 关系 的 符号 . 


例 8.2 (等 价 关系 ). 
对 于 集合 中 的 数 和 元 素来 说 ， 相 等 ( 记 为 = ) 显然 是 一 种 等 价 关系 .对 集合 
自身 而 言 ， 相 等 也 是 一 种 等 价 关系 ， 因 为 对 于 任意 集合 4， 均 有 


4=-4 A=B— B=A4 A4A=B,B=0—A=0C. 


定义 8.3 ( 势 ). 

我 们 将 关系 ~ 定义 为 : 对 于 任意 两 个 集合 4 和 妃 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 双 射 
f:A4—B 时 A~B. 

如 果 A ~ 刀 ， 那 么 我 们 说 4 和 B 是 一 一 对 应 的 ,并且 4 和 BB 具有 相同 的 
基数 (或 简称 势 ) 


区 别 ， “一 一 对 应 ”与 一 对 一 函数 是 不 同 的 . 如果 两 个 集合 之 间 存 在 既 一 对 
一 义 映 上 的 函数 ， 那 么 这 两 个 集合 就 是 一 一 对 应 的 . 


定理 8.4 ( 势 是 等 价 关 系 )， 关 系 ~ 是 等 价 关系 . 


证 明 . 对 于 等 价 关 系 的 三 条 性 质 中 的 每 一 个 ， 我 们 需要 证 明 存 在 满足 该 性 质 的 双 
射 了 . 
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性 质 1. 4 ~ 4. 

我 们 要 找 一 个 双 射 函数 f, 它 可 以 将 任意 集合 4 映射 到 其 自身 . 你 猜 .4 一 4 
的 双 射 是 什么 样 的 ? 

我 猜 应 该 是 f : x 嘱 x. (我 很 有 可 能 是 对 的 ， 因 为 这 本 书 是 我 写 的 . ) 我 们 
来 验证 一 下 : 了 将 4 中 的 每 个 元 素 都 映射 到 4 中 相同 的 (单个 ) 元 素 , 因此 上 域 
中 的 每 个 元 素 都 经 f 由 定义 域 中 的 单个 元 素 映射 而 来 ， 所 以 f : 4 一 4 是 双 射 . 

性 质 2. A~B 一 > B~A. 

假设 f : 4 一 B 是 双 射 ， 那 么 我 们 需要 找到 一 个 B 一 4 的 双 射 . 

还 记得 定理 7.16 吗 ? 它 告诉 我 们 f-! 就 是 我 们 要 找 的 函数 . 

性 质 3. A~B,B~O=>A~C. 

设 f 为 4 一 B 的 双 射 ,，g 为 B 一 C 的 双 射 . 

一 般 来 说 ， 两 个 双 射 的 复合 函数 也 是 一 个 双 射 ,因为 f 和 g 都 是 单 射 ， 所 以 
C 中 的 每 个 元 素 至 多 由 B 中 一 个 元 素 (经 9 ) 映射 而 来 ,而 B 中 的 每 个 元 素 至 
多 由 4 中 的 一 个 元 素 (经 f ) 映射 而 来 ， 所 以 go 了 也 是 单 射 ， 同样 的 ，f 和 9g 
都 是 满 射 ， 所 以 C 中 的 每 个 元 素 至 少 由 B 中 一 个 元 素 (经 9 ) 映射 而 来 , 而 B 
中 的 每 个 元 素 至 少 由 4 中 一 个 元 素 (经 f ) 映射 而 来 ， 所 以 go 了 也 是 满 射 . 

因此 ，go 了 就 是 我 们 想 要 的 双 射 . 


等 一 下 .我 认为 “4 等 于 B” 意 味 着 4 和 B 有 完全 相同 的 元 素 ， 而 不 是 它 
们 之 间 存 在 一 个 双 射 ! 记 住 等 价 和 相等 之 间 的 区 别 : 相等 是 集合 之 间 的 一 种 等 价 
关系 ， 而 ~ 是 另 一 种 等 价 关 系 . 

实际 上 ， 具 有 相同 势 ( 即 等 价 ~ ) 的 两 个 有 限 集 具有 相同 数量 的 元 素 . 


定理 8.5 (有 限 集 的 势 ). 
设 A 和 B 是 有 限 集 , 那么 当 上 且 仅 当 A 和 已 具有 相同 数量 的 元 素 时 4 ~ B. 


证 明 . 对 于 有 限 集 4 和 BB， 我 们 将 证 明 “ 当 且 仪 当 ” 的 两 个 方向 . 

如 果 4 ~ B， 那 么 存在 一 个 函数 f， 该 函数 将 4 的 每 个 元 素 (因为 f 是 一 
个 定义 良好 的 函数 ) 至 多 映射 到 B 的 一 个 元 素 (因为 f 是 单 射 )， 并 且 B 的 每 
个 元 素 都 被 4 的 某 个 元 素 映射 到 ( 因为 f 是 满 射 ) 因此 ， 对 于 4 的 每 个 元 素 ， 
中 都 有 一 个 元 素 与 之 对 应 ， 并 且 B 的 所 有 元 素 都 被 这 种 对 应 关系 覆盖 ， 所 以 
A 和 B 一 定 具有 相同 数量 的 元 素 . 

如 果 4 和 B 都 包含 个 元 素 ,那么 我 们 可 以 将 集合 记 作 4 = {a1, a2,… ,an} 
和 B= {01,b2,… ,bw}. 把 ff: 4 一 B 定 义 为 f: ai 玉 bi, 其 中 1<ig<n. 那 
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么 了 是 一 对 一 且 映 上 的 函数 ， 所 以 f 是 一 个 双 射 我 们 找到 了 一 个 4 一 B 的 双 
射 ， 所 以 A~ BB. 


我 们 很 快 就 会 看 到 ， 这 种 一 一 对 应 关系 ( 在 某 种 程度 上 ) 也 能 推广 到 无 限 集 
上 . 一 个 无 限 集 与 男 一 个 无 限 集 不 能 具有 相同 的 元 素 “ 个 数 ”( 因为 它们 都 有 无 穷 
多 个 元 素 )， 但 这 两 个 集合 元 素 的 “无 穷 多 类 型 ”可 以 是 相同 的 . 


定义 8.6 (可 数 性 ). 

对 于 任意 集合 4， 如 果 4 ~ N， 我 们 就 说 4 是 可 数 的 .如果 A 是 有 限 的 或 
者 可 数 的 ， 则 4 是 至 多 可 数 的 . 如 果 4 是 无 限 的 且 不 是 可 数 的 ， 那么 A 就 是 不 
可 数 的 . 


为 了 理解 这 个 定义 ， 我 们 重新 考虑 一 下 集合 是 有 限 的 意味 着 什么 .4 包含 有 
限 个 元 素 ， 当 且 仅 当 存 在 某 个 有 限 的 ne N, 使 得 4 = {a1,a2,… ,an}. 实际 上 ， 
这 意味 着 在 集合 {1, 2,… ,n} 和 集合 4 之 间 有 一 个 双 射 ， 这 个 双 射 是 


filPa,f :2 a ,ff :NP an. 


所 以 
4 是 有 限 集 < 全 A ~ N,. 


(这 里 的 N; 是 自然 数 集 的 子 集 ， 它 由 前 n 个 自然 数 构成 . ) 

简单 地 说 ，4 无 限 但 可 数 意 味 着 你 可 以 用 自然 数 来 “计数 ” 它 的 元 素 . 4 的 
元 素 能 以 某 种 方式 表示 出 来 ， 而 这 种 方式 可 以 通过 双 射 映射 到 自然 数 集 . 

有 些 无 限 集 是 可 数 的 ， 而 另 一 些 则 不 是 ， 就 像 某 些 有 限 集 有 4 个 元 素 ， 而 另 
一 些 有 3 个 元 素 一 样 . 事实 证 明 ， 两 个 集合 的 势 相 同意 味 着 其 元 素 具 有 相同 的 数 
量 “ 类 型 ”( 有 限 ， 无 限 可 数 或 无 限 不 可 数 ). 


定理 8.7 ( 势 与 可 数 性 ). 
对 于 任意 两 个 集合 4 和 BB， 如 果 A ~ 那么 A 和 BB 要么 是 元 素 个 数 相 
同 的 有 限 集 ， 要 么 都 是 可 数 集 ， 要 么 都 是 不 可 数 集 . 


证 明 . 在 定理 8.5 中 , 我 们 已 经 证 明了 有 限 集 的 情形 ( 如果 4 和 B 是 有 限 集 ， 那 
么 A~B <<> 4 和 B 具有 相同 数量 的 元 素 )， 所 以 现在 只 需要 考虑 A 和 B 为 
无 限 集 的 情形 . 

假设 4 ~ B， 如果 4 是 可 数 集 ， 则 有 4 ~ N， 那 么 由 定理 8.4 的 性 质 2 可 
知 ，N ~ 4， 再 利用 定理 8.4 的 性 质 3 可 得 ，N ~ B， 所 以 B 也 是 可 数 集 . 
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如 果 4 是 不 可 数 集 , 那么 B 也 一 定 是 不 可 数 集 . 为 什么 ? 假设 B 是 可 数 集 ， 
那么 B ~N. 于 是 N~B， 所 以 N ~ 4， 这 是 一 个 矛盾 (我 们 已 知 4 是 不 可 数 
集 ). 


当然 , 这 个 定理 的 逆 命 题 不 完全 正确 . 如 果 4 和 B 都 是 可 数 集 , 那么 A~NN 
且 B~N, 所 以 A~B. 但 是 , 如 果 4 和 B 都 是 不 可 数 的 ， 那么 我 们 只 能 得 到 
4 ~?, 而 这 里 的 ? 不 是 N. 我们 并 不 知道 4 和 B 是 否 可 以 一 一 对 应 . B 包含 的 
元 素 个 数 可 以 比 4 多 得 多 . 

从 这 个 定理 中 , 你 应 该 了 解 到 势 的 真正 含义 : 它 用 来 判断 一 个 集合 是 有 限 集 、 
可 数 集 或 者 不 可 数 集 . 


例 8.8 (Z 是 可 数 集 ). 

如 果 我 们 既 可 以 向 前 计数 也 可 以 向 后 计数 ， 那 么 就 可 以 断言 全 体 整 数 的 集 
合 乙 是 可 数 集 ， 我 们 要 证 明 存在 一 个 双 射 f : N 一 Z.〈 根 据 定理 7.16， 我 们 
也 可 以 寻找 一 个 反问 的 映射 ， 但 这 个 方向 会 更 容易 些 . ) 

但 是 ， 我 们 不 能 说 :“ 让 N 向 前 计数 映射 到 无 穷 大 ， 然 后 再 让 N 向 后 计数 映 
射 到 负 无 穷 大 ,从 而 可 以 覆盖 全 体 整 数 ”， 因 为 这 是 一 个 一 对 二 的 映射 ( 因为 每 个 
自然 数 都 映射 到 自身 及 其 相反 数 )， 这 并 不 是 一 个 函数 . 

相反 ， 我 们 可 以 让 整数 交替 映射 ， 如 下 所 示 : 


f:2P1,f:3D -1,f:4P2,f:5P —2,.… 


如 果 能 给 出 该 函数 的 形式 化 定义 ， 那 么 我 们 就 可 以 轻松 地 证 明 它 是 一 个 双 射 . 


1 2 3 4 5 6 7 
本 
0 1 ]! 2 2 3 3 
对 于 任意 ne N, 令 
人 2 如 果 n Gb 
一 号 + 如 果 n 是 奇数 . 


函数 了 对 每 一 个 ne N 都 有 定义 , 并 且 每 个 自然 数 都 恰好 映射 到 一 个 整数 ,因此 
f :N 一 ZZ 是 一 个 定义 良好 的 函数 .因为 任意 两 个 自然 数 都 不 会 映射 到 同一 个 整 
数 ， 所 以 f 是 单 射 。 因 为 每 一 个 整数 都 可 以 写成 3 (n 是 偶数 ) 或 一 号 : (n 是 
奇数 ) 所 以 了 是 满 射 ， 因 此 ，/ 确 实 是 一 个 双 射 . 
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注意 , 在 这 个 例子 中 , 虽然 N 是 Z 的 真子 集 , 但 我 们 仍然 证 明了 N ~ Z. 由 
于 这 两 个 集合 都 是 无 限 集 ， 所 以 这 种 “ 真 包含 但 等 价 ”的 关系 是 可 能 存在 的 .如 
果 其 中 一 个 是 有 限 集 ， 那 么 由 定理 8.5 可 知 ， 只 有 当 两 个 集合 的 元 素 个 数 相等 时 ， 
它们 的 势 才 相 同 ， 所 以 不 可 能 出 现 一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 真子 集 的 情况 . 
事实 上 ， 无 限 集 的 正式 定义 如 下 . 
定义 8.9 (无 限 集 ). 无 限 集 是 指 至 少 与 它 的 一 个 真子 集 的 势 相 同 的 集合 . 
当然 , 在 等 价 关 系 “=” 下 , 任意 一 个 集合 都 不 可 能 等 价 于 它 的 真子 集 ( 即便 
它们 都 是 无 限 集 )， 因 为 定义 3.5 将 真子 集 定义 为 与 其 不 相等 的 子 集 . 
例 8.10 (一 个 不 可 数 集 ). 
这 就 是 你 一 直 在 等 待 的 : 一 个 不 可 数 集 的 例子 .我 们 要 考察 的 是 介 于 0 和 1 
之 间 的 全 体 实数 的 集合 S$， 根 据 定义 3.8， 可 以 将 其 记 作 (0, 1). 
如 何 证 明 5S 是 不 可 数 集 ? 如 果 3 是 不 可 数 集 ， 那 么 当 我 们 选取 5 的 一 个 可 
数 子 集 妃 时，5 中 应 该 还 有 一 些 不 包含 在 BB 中 的 元 素 ， 对 吧 ? 
因此 , 如果 我 们 可 以 证 明 5 的 每 个 可 数 子 集 都 是 一 个 真子 集 , 那么 3 就 是 不 
可 数 集 . 这 是 因为 如 果 3 的 每 个 可 数 子 集 都 是 一 个 真子 集 并 且 3 是 可 数 集 ， 那 
么 5S 本 身 就 是 它 自己 的 一 个 真子 集 ， 这 是 不 可 能 的 . 
这 基本 上 意味 着 无 论 我 们 如 何 计 数 5 中 的 元 素 ， 总 会 有 一 些 元 素 被 漏 掉 
我 们 认为 数论 中 的 下 列 定理 是 显然 成 立 的 ， 即 每 个 实数 都 可 以 写成 一 个 无 限 
小 数 ， 所 以 我 们 可 以 把 5 中 的 每 一 个 数 都 写成 0.d1d2d3d: .… ， 其 中 每 个 小 数位 
上 的 到 都 是 介 于 0 到 9 之 间 ( 包 括 0 和 9) 的 整数 . 
这 里 的 gd’ 不 是 4 的 ?次 寡 , 它 表示 集合 {qd1, ,3,…} 中 的 第 i 个 元 素 . 这 
种 模棱两可 的 记号 确实 让 人 困惑 ， 但 不 幸 的 是 它 一 直 沿 用 至 今 ， 所 以 你 最 好 也 习 
惯 这 种 用 法 .( 通常 可 以 从 上 下 文中 判断 出 上 标 何 时 表示 老 ， 何 时 表示 索引 . ) 
注意 ， 某 些 有 理 数 可 以 写成 有 限 小 数 ， 但 我 们 可 以 在 未 尾 附加 无 穷 多 个 零 使 
其 成 为 无 限 小 数 . 
现在 ， 选 取 一 个 可 数 子 集 轧 C 3. 五 的 元 素 可 以 记 作 el, ez, es,e4,…， 这 样 
就 可 以 按 顺序 把 元 素 排 成 一 列 . 
e1=0.d! qd? ds dt... 
e2 = 0. dl d? d3 qt... 
es = 0. dl d2 d3 ds... 
ea =0.d!l qd? qd dt... 


第 8 章 可 数 性 77 


我 们 按照 下 述 方法 来 构造 元 素 s = 0.s1s?s3s*.…。. 如 果 入 (ei 的 第 一 位 小 
数 ) 为 0， 则 令 s =1. 否则 , 令 s = 0. 那么 s 关 对 ， 所 以 s 不 可 能 等 于 el. 
s 的 每 一 位 小 数 都 按照 这 种 模式 来 定义 ， 为 了 更 加 精确 ， 我 们 对 每 个 ; e N 定义 


如 下 规则 : 
是 :E 
0 如果 玫 夭 0. 
例如 ， 如 果 有 
e1=0.3208... 
ez 一 0.9066.…. 
es3=0.1507... 


e4=0.2427... 


那么 s = 0.0110…. 

因此 ，s 与 每 个 ei 至 少 有 一 位 小 数 不 同 (具体 来 说 是 第 i 位 小 数 不 同 )， 很 
明显 ， 对 于 任意 i e N，s 都 不 可 能 等 于 e;， 记 住 ,，B 是 可 数 的 ， 所 以 忆 的 每 个 
元 素 都 可 以 写成 某 个 e; (ie N )， 因 此 我 们 刚刚 证 明了 s 4 忆 . 但 是 s e 5， 所 以 
马 一 定 是 5S 的 真子 集 . 

由 于 马 是 任意 ， 所 以 我 们 证 明了 5 的 每 个 可 数 子 集 都 是 一 个 真子 集 ， 因 此 
S 是 不 可 数 的 . 

这 个 论证 叫 作 康 托 尔 对 角 线 法 ， 因 为 乔治 : 康 托 尔 是 第 一 个 这 么 做 的 人 . 为 
什么 称 之 为 “对 角 线 法 ”? 当 构 造 额外 元 素 s 时 ， 还 记得 我 们 是 如 何 让 s 与 每 个 
e; 都 不 相同 的 吗 ? 喝 ，s 与 每 个 e; 的 第 i 位 小 数 不 同 . 如果 你 留意 的 话 ， 不 难 发 
现 ，s 与 互 中 元 素 不 同 的 小 数位 就 是 下 图 中 对 角 线 上 的 位 置 : 


el = 0 . 


2 3 4 
d? qd3 dt ... 


e» = 0 .dl) da3 


e3 = 0 .4d) 


78 ”第 三 部 分 拓扑 学 


给 出 上 面 这 个 例子 有 两 个 原因 . 首先 ， 结 合 接 下 来 的 定理 ， 我 们 可 以 证 明 民 
是 不 可 数 的 . 

其 次 ， 它 让 我 们 更 好 地 理解 什么 是 不 可 数 . 集合 5 不 可 数 是 因为 我 们 无 法 按 
顺序 排列 其 元 素 . 对 于 任意 一 种 排列 方式 , 总 会 有 一 些 元 素 遗漏 在 外 .( 如 果 可 以 
找到 一 种 包含 所 有 元 素 的 排列 方式 ， 那 么 我 们 就 可 以 找到 将 自然 数 集 映 射 到 该 排 
列 方式 的 双 射 ， 从 而 该 集合 就 是 可 数 的 . ) 


定理 8.11 ( 子 集 和 超 集 的 势 ). 
设 万 是 A 的 子 集 . 如 果 A 是 至 多 可 数 的 ， 那么 妃 也 是 至 多 可 数 的 . 如果 
万 是 不 可 数 的 ， 那 么 4 也 是 不 可 数 的 . 


证 明 . 前 几 种 情形 很 简单 . 设 4 是 至 多 可 数 的 , 那么 4 要 么 是 有 限 的 , 要 么 是 无 
限 可 数 的 . 如果 4 是 有 限 的 ， 那 么 显然 B 也 是 有 限 的 ， 因 此 一 是 至 多 可 数 的 . 
如 果 4 是 无 限 可 数 的 ,那么 媚 是 有 限 的 或 者 无 限 的 . 如 果 互 是 有 限 的 ,那么 万 
就 是 至 多 可 数 的 . 

因此 证 明 的 关键 就 归结 为 4 是 无 限 可 数 而 EB 是 无 限 集 的 情形 . 因为 4 ~ NN， 
所 以 我 们 可 以 把 4 的 元 素 依次 排列 成 {z1, zz, x3,…}. 显然 ,这 个 序列 中 的 某 些 
元 素 包 含 在 互 中 ， 而 另 一 些 元 素 则 不 在 EB 中. 我们 的 目标 是 把 4 中 元 素 的 这 种 
排列 顺序 应 用 到 五 的 元 素 上 . 我 们 不 能 直接 把 4 的 第 一 个 元 素 映 射 到 五 的 第 一 
个 元 素 ， 然 后 依次 类 推 ， 因为 4 的 每 个 元 素 并 不 一 定 都 包含 在 瑟 中 .相反 ,为 
了 给 五 中 的 10 个 元 素 排序 ， 我 们 可 以 说 , “看 看 4 中 属于 王 的 前 10 个 元 素 ， 
让 它们 按照 4 中 的 顺序 在 忆 中 排 成 一 列 .” 

让 我 们 把 这 个 过 程 形式 化 . 设 ni 是 使 得 zw， 包含 在 中 的 最 小 自然 数 . 设 
nz 是 使 得 x,。 包含 在 EB 中 且 大 于 ni 的 最 小 自然 数 ， 在 这 个 索引 序列 中 选择 了 
k 一 1 个 元 素 后 ， 让 下 一 个 元 素 wk 是 使 得 zw。 包含 在 马 中 且 大 于 nn_1 的 最 小 
自然 数 .( 对 于 任意 大 E N，n 始终 存在 ， 因 为 4 中 元 素 的 序列 {x;} 是 无 限 的 ， 
并 且 这 些 元 素 中 有 无 数 多 个 包含 在 子 集 EB 中 . ) 那么 对 于 任意 ke N， 我 们 有 一 
个 很 好 的 双 射 f: NN, f: kD ny. 

现在 我 们 可 以 把 忆 的 元 素 像 在 4 中 那样 写成 一 列 BE = {zn zno, Tns,…}. 

这 里 的 记号 是 用 来 描述 子 序 列 的 .在 第 15 章 中 ， 我 们 将 对 子 序列 进行 大 量 
练习 ， 但 现在 只 需要 试 着 理解 它 的 表面 意思 : 每 个 wk 都 是 自然 数 ， 因 此 对 于 任 
意 特 定 的 k, 我 们 都 可 以 令 i = nn， 那么 对 于 这 个 hk，zi,, = x;， 这 正好 是 集合 4 
中 的 一 个 元 素 . 
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这 给 了 我 们 另 一 个 双 射 


g: {nama703 一 瑟 ， 9 wn, VEN. 


MEY 


(go f)(k) = g(f (8)) = gnk) = Ln， 


因此 go f : Nm 互 .因为 上 和 59 都 是 双 射 , 所 以 go 是 双 射 (利用 定理 8.4 中 
性 质 3 的 证 明 ) 因此 , 一 互 ， 所 以 互 是 可 数 的 . 

为 了 证 明定 理 的 第 二 个 命题 ， 请 注意 第 一 个 命题 的 逆 否 命题 :“ 如 果 马 不 是 
至 多 可 数 的 ,那么 4 也 不 是 至 多 可 数 的 . ”由 定义 可 知 ,“ 不 是 至 多 可 数 ” 的 意思 
是 不 可 数 ， 所 以 如 果 瑟 是 不 可 数 的 ， 那么 4 也 是 不 可 数 的 . 


推论 8.12 (R 是 不 可 数 的 )。 实数 集 及 是 不 可 数 的 . 


在 第 13 章 中 ， 我 们 将 看 到 这 个 定理 的 另 一 种 证 明 . 但 现在 我 们 只 需要 将 定 
理 8.11 应 用 于 例 8.10 即 可 . 


证 明 . 由 例 8.10 可 知 , 开 区 间 (0,1) 是 不 可 数 的 . 但 这 个 开 区 间 是 实数 集 的 子 集 ， 
所 以 根据 定理 8.11，RR 也 是 不 可 数 的 . 


我 们 会 经 常用 到 可 数 集 ， 所 以 在 你 还 记得 它们 的 时 候 ， 了 解 一 些 关 于 可 数 集 
的 事实 是 很 有 必要 的 (在 接 下 来 的 几 音 中 ， 那 些 令 人 惊叹 的 数学 知识 将 分 散 你 的 
注意 力 ). 


定理 8.13 (可 数 集 的 可 数 并 )。 对 于 任意 ne N, 设 已, 是 可 数 集 ， 如 果 5 = 
U1 ,那么 8 也 是 可 数 的 . 


证 明 . 对 于 任意 n € N， 太 ,, 都 是 可 数 的 ， 那 么 可 以 记 作 万 , = {xl, 22,7x3,.……}. 
我 们 还 将 利用 以 下 事实 ， 即 并 集中 的 集合 可 以 按 顺 序 写成 一 列 : Bi, Eo, Es,.…. 

这 些 事实 为 我 们 提供 了 一 种 计数 5 元 素 的 好 方法 . 从 第 一 个 集合 的 第 一 个 元 
素 zl 开始 ; 然后 是 第 一 个 集合 的 第 二 个 元 素 xz?， 其 后 是 第 二 个 集合 的 第 一 个 元 
素 必 ; 接 下 来 是 第 一 个 集合 的 第 三 个 元 素 zx?， 其 后 是 第 二 个 集合 的 第 二 个 元 素 
22 和 第 三 个 集合 的 第 一 个 元 素 z3; 以 此 类 推 . 

如 果 把 5 的 元 素 写 在 网 格 上 ,其 中 第 n 行 是 思 , 中 的 元 素 ， 那么 这 种 排列 方 
式 会 有 很 好 的 视觉 效果 : 
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E! = 


E, = 


E3 = 


注意 , 这 种 对 角 线 排序 法 与 下 列 计数 方式 相同 : 首先 , 对 5 中 满足 ?+7 = 2 
的 所 有 元 素 x 进行 计数 ， 然 后 对 满足 i 十 7 = 3 的 所 有 元 素 进行 计数 ， 接 下 来 对 
满足 ?+7 = 4 的 所 有 元 素 进行 计数 ， 以 此 类 推 .( 对 于 满足 “i 十 7 = 某 个 数 ” 的 
所 有 x2， 我 们 从 最 小 的 i 元 素 开始 ， 然 后 是 下 一 个 i 元素 ， 以 此 类 推 . ) 

现在 我 们 有 了 一 个 双 射 函数 f: N 一 S$， 所 以 5 是 可 数 的 ， 对 吧 ? 


对 ee 7 | 入 23 | 2 x3 4 

错误 ! 如 果 zx? = x3 怎么 办 ? 此 时 f 将 两 个 不 同 的 自然 数 2 和 6 映射 到 了 

5 的 同一 个 元 素 ， 所 以 f 不 是 单 射 . 换 一 个 思路 ， 我们 可 以 定义 一 个 新 的 函数 g， 

让 g 与 f 的 定义 相同 , 但 9 会 跳 过 5S 中 所 有 重复 的 项 ， 因 此 ， 如 果 存 在 某 个 大 

于 m 的 n， 使 得 g(n) = g(m)， 那 就 不 要 为 这 个 n 定义 g. 设 TCN 是 9g 的 定 
义 域 ， 现 在 我 们 有 9 : T 一 S$， 并且 9 确实 是 一 个 双 射 . 

由 定理 8.11 可 知 ，K 的 任意 一 个 子 集 都 是 至 多 可 数 的 ， 所 以 全 是 至 多 可 数 

的 .因为 g 是 双 射 , 所 以 S ~ 了 .那么 根据 定理 8.7，5 也 是 至 多 可 数 的 . 由 于 

S 不 可 能 是 有 限 集 (因为 它 是 无 限 集 EB; 的 并 集 )， 所 以 5 一 定 是 可 数 的 . 


注意 , 在 上 一 个 定理 的 证 明 中 , 我 们 使 用 了 这 样 一 个 事实 : 集合 的 个 数 是 可 数 
的 ; 事实 上 , 对 于 可 数 集 的 不 可 数 并 , 这 个 结果 是 错误 的 (例如 , 令 5 = Uer{Q}， 
那么 9 = 民 是 不 可 数 的 ) 下 面 的 推论 表明 可 数 集 的 任意 可 数 并 也 是 可 数 的 〈 这 
与 上 一 个 定理 不 同 ， 前 面 的 定理 只 说 明了 索引 在 自然 数 集 上 的 并 ) 


推论 8.14 (可 数 集 的 任意 可 数 并 ). 


设 4 是 一 个 至 多 可 数 的 集合 . 对 于 任意 a E A, 设 Bs 是 一 个 至 多 可 数 的 集 
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合 ， 那 么 荆 二 ,ca Bs 也 是 至 多 可 数 的 . 


证 明 . 我 们 先 考虑 4 是 无 限 可 数 集 且 每 一 个 Bs 也 是 无 限 可 数 集 的 情形 . 那么 4 
和 自然 数 集 是 一 一 对 应 的 〈 记 住 定 义 8.3， 这 是 4 ~ N 的 另 一 种 说 法 )， 所 以 每 
个 ae A 都 有 一 个 ne NN 与 之 对 应 . 因此 ， 我 们 也 可 以 用 a 在 N 中 的 相应 索引 
来 写 集合 的 并 ， 于 是 


Vs) 
QEA4 mEN > 
这 使 得 他 的 形式 与 定理 8.13 中 的 S 相同 ， 所 以 了 是 可 数 的 . 
现在 我 们 来 考察 4 或 某 些 EB 是 有 限 集 的 情形 . 我们 可 以 通过 添加 元 素来 
使 BB 变 成 无 限 集 ， 对 于 每 一 个 a e 4， 如 果 ,是 有 限 的 ， 则 令 EB = BsU 
{1,2,3,…}; 如 果 ,是 无 限 的 ， 则 令 B= Bh。， 那 么 每 个 BC 及. 为 了 证 明 
每 个 B' 都 是 无 限 可 数 的 ， 我 们 可 以 利用 定理 8.13. 令 集 合 瑟 = Es。, 忆 = {1}， 


二 {2}， 记 二 {3},，…， 因此 U1 ,= 及 是 可 数 的 .此 时 有 : 
Ta) Be | Bo 
a€EA QEA4 


利用 上 一 种 情形 的 逻辑 ,我 人 有 ,及 = UBB/. 
因此 ， 无 论 4 是 有 限 的 还 是 无 限 可 数 的 ，T 总 是 包含 在 某 个 形 如 定理 8.13 
中 5 的 集合 中 ， 因 此 由 定理 8.11 可 知 ， 是 至 多 可 数 的 . 


定理 8.15 (可 数 集 元 组 ), 设 4 是 可 数 集 ，A" 是 由 A 中 元 素 构 成 的 全 体 n 元 
组 的 集合 ， 那 么 A" 是 可 数 的 . 

符号 4A” 的 含义 与 R?* 相同 :每 个 元 素 a € A" 都 可 以 写成 w = (a1,a2,:… ,an)， 
其 中 a;eA 日 1<i<n. 
证 明 . 因为 我 们 要 证 明 的 情形 ( 即 4A” 可 能 的 维 数 ) 有 无 穷 多 种 ( 因为 n € N )， 
所 以 可 以 用 归纳 法 来 证 明 . 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


用 归纳 法 证 明定 理 8.15 
基本 情形 . 假设 n= 1. 那么 41 是 可 数 的 ， 因 为 2 
归纳 步骤 .由 归纳 假设 可 知 ， 我 们 假设 是 可 数 的 .A" 的 每 
个 元 素 都 可 以 写成 a = (a1,a2,… ,an)， 其 中 a1,a2,… ,an € 4， 或 等 价 地 
写成 a = (b,an)， 其 中 b= (a1,a2,… ,Qan_1). 
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如 果 固 定 5，， 那 么 我 们 就 得 到 了 一 个 双 射 
f:_ ,ff:an(b,a,). 
因此 ， 对 于 每 一 个 or- € A"-!, 我 们 有 4 ~ {(b,an) | ae A}. 根据 定 
理 ， 因 为 4 是 可 数 的 ， 所 以 . 我 们 可 以 把 4A" 写成 


A” = (J {(b,an) | an € A}, 
beA™-! 
由 归纳 假设 可 知 ，A” 是 可 数 集 的 并 . 于是， 根据 推论 
A” 是 至 多 可 数 的 . 所 以 ，4 是 无 限 集 意味 着 4” 是 


定理 8.16 (Q 是 可 数 的 )， 有理数 集 是 可 数 集 . 


证 明 . 因为 每 个 有 理 数 都 可 以 写成 4, 其 中 a,be Z, 所 以 我 们 可 以 得 到 一 个 满 射 
函数 f 
f:ZxN =o, f: (0 DT 

这 里 Z x N 是 形 如 (ae Z,5e N) 的 二 元 数组 集 .( 与 使 用 更 简单 的 Z? 不 同 , 我 
们 这 样 做 是 为 了 避免 出 现 b= 0 这 种 无 效 的 分 数 . ) 

但 是 , 在 这 种 情况 下 , f 不 是 一 对 一 的 , 例如 , (1,2) eZxN 和 (3,6)€EZxN 
映射 到 了 同一 个 有 理 数 . 

如 何 解决 这 个 问题 呢 ? 就 像 定理 8.11 的 证 明 那 样 ， 我 们 定义 f 的 “ 双 射 形 
式 ”g， 它 将 作用 于 Z x N 的 子 集 ， 为 了 使 重复 的 分 数 唯一 ， 我 们 将 使 用 gcd 函 
数 ， 即 最 大 公约 数 函 数 . 令 

Zn = {keEZ|gcd(k,n)= 1}. 

那么 Z1 = {1}，22 是 全 体 奇 数 的 集合 ，2Zs 是 所 有 不 能 被 3 整除 的 整数 的 集合 ， 
以 此 类 推 . 

令 荆 ,= {(z,n) EZXxN|ze 4}. 换 句 话说 , T, 是 所 有 不 能 被 ”整除 的 整 
数 与 n 组 成 的 数 对 的 集合 ， 如 果 令 了 = U,n Th， 那 么 就 是 彼此 不 能 整除 的 
整数 对 或 自然 数 对 的 集合 因此， 函数 


g:T=0Q, (z,n) = 
n 
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是 一 个 双 射 . 为 什么 ?因为 每 个 分 数 都 可 以 写成 <， 所 以 9 是 一 个 满 射 ; 由 于 每 
个 这 样 的 分 数 都 是 唯一 的 ( 因为 z 不 能 被 n 整除 )， 所 以 9 是 一 个 单 射 . 

由 例 8.8 可 知 也 是 可 数 的 ， 那 么 根据 定理 8.15，Z? 也 是 可 数 的 ; 利用 定理 
8.11，2Z2 的 任意 一 个 子 集 都 是 可 数 的 . TT 是 Z x N 的 子 集 , 而 ZxN 又 是 如 的 
子 集 ， 所 以 我 们 得 到 的 是 从 22 的 可 数 子 集 到 Q 的 双 射 . 因此 Q 是 可 数 的 . 


推论 8.17 (无 理 数 集 是 不 可 数 的 )， 无 理 数 集 是 不 可 数 集 . 


证 明 . 设 7 是 全 体 无 理 数 的 集合 ， 那 么 及 = QU7T， 我 们 利用 反 证 法 做 一 个 简短 
的 证 明 . 

由 定理 8.16 可 知 ，Q 是 可 数 的 . 如果 了 工 是 至 多 可 数 的 ， 那 么 及 就 是 两 个 至 
多 可 数 集合 的 有 限 并 ， 于 是 根据 推论 8.14，R 民 是 可 数 的 

但 是 由 推论 8.12 可 知 ,， RR 不 是 可 数 的 ， 这 样 就 得 到 了 一 个 矛盾 .因此 , 了 不 
是 至 多 可 数 的 ， 所 以 无 理 数 集 一 定 是 不 可 数 的 . 


由 于 可 数 性 的 相关 概念 比较 抽象 ， 所 以 这 一 章 并 不 是 非常 直观 ， 我 觉得 你 可 
能 需要 一 张 图 . 

图 8.1 是 一 个 很 好 的 例子 ， 它 说 明了 在 技术 上 “至 多 可 数 ” 的 集合 名 称 可 能 
具有 欺骗 性 ; 试 着 数 出 5 中 的 所 有 点 . 
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图 8.1 集合 3 是 有 限 的 ， 从 而 是 至 多 可 数 的 


再 想 一 想 ， 你 为 什么 不 去 做 点 有 意义 的 事 呢 ? 
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接 下 来 ， 我 们 将 进入 拓扑 学 领域 .从 度量 空间 开始 ， 然 后 继续 介绍 大 量 其 他 
定义 . 在 接 下 来 的 几 章 中， 我 们 将 看 到 这 些 定义 可 以 帮助 我 们 进一步 了 解 集合 是 
否 可 数 . 
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正如 我 们 在 第 6 章 中 看 到 的 ， 欧 几 里 得 空间 不 是 域 . 域 总 是 跟 运算 ( 如 加 法 
和 乘法 ) 有 关 ， 而 欧 几 里 得 空间 则 与 空间 有 关 . 我 们 想 处 理 比 R* 更 抽象 的 空间 ， 
但 仍 有 办 法 将 任意 两 个 元 素 关联 起 来 ， 在 本 章 中 ， 我 们 将 以 此 为 目的 来 描述 度量 
空间 . 

为 了 从 拓扑 学 中 提取 我 们 真正 需要 的 紧 性 和 连通 性 理论 (在 后 面 几 章 中 ), 我 
们 首先 要 了 解 度量 空间 的 元 素 和 子 集 所 具有 的 性 质 . 本 章 包 含 许 多 新 的 定义 ， 为 
方便 起 见 ， 这 里 列 出 这 些 定义 : 


9.1 度量 空间 | 9.9 极限 点 | 9.19 内 点 
9.3 有 界 集 9.13 闭 集 9.21 开 集 
9.7 邻 域 9.16 稠密 集 | 9.24 完备 集 


定义 9.1 (度量 空间 ). 
度量 空间 是 由 一 个 集合 铸 和 一 个 函数 d: 久 x 久 一 民 决定 的 ， 并且 对 于 任 
意 pgrEX， 下 列 性 质 均 成 立 : 


性 质 1.( 距离 ) 如 果 卫 夭 q， 那 么 d(p,q) > 0; d(p,p) = 0. 
性 质 2.( 对 称 性 ) d(p,g) = d(q,p). 
性 质 3.( 三 角 不 等 式 ) d(p,g) < d(p,7) + d(7, 9). 

X 的 元 素 称 为 点 ，d 称 为 距离 函数 或 度量 . 


例 9.2 (度量 空间 ). 
我 们 可 以 使 用 第 6 章 的 知识 来 验证 具有 距离 函数 d(p, q) = |p 一 q| 的 集合 R* 


是 一 个 度量 空间 : 


性 质 1. 由 定义 6.10 可 知 ，d(p,q) = |p 一 gq| 是 一 个 实数 . 如 果 p 关 q， 那 
么 由 定理 6.11 的 性 质 1 可 知 ,|p 一 gq| > 0, 并 且 


d(p,p)=|p—p|=|0|=0. 
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性 质 2. 我 们 有 
d(p,q)= |p—d| 
=|(-—1)(q—p)| 
二 | 一 1||g 一 p| (利用 定理 6.11 的 性 质 2 ) 
= d(gq, p). 


性 质 3. 利用 定理 6.11 中 性 质 5 的 三 角 不 等 式 ， 我 们 有 


d(p,q)=|p—-ql<|lp—-7r|+|r— ql= d(p,7)+d(r,gq). 


当 = 二 1 时， 我 们 看 到 RR 就 是 一 个 度量 空间 .一般 来 说 ， 当 我 们 说 “度量 空 
间 及 ”时 ， 实 际 上 是 指 “ 有 序 域 及 及 其 距离 函数 d(p,g) = |p 一 ql”. 


设 X 是 一 个 度量 空间 , 其 距离 函数 为 d. Y 是 的 任意 一 个 距离 函数 也 为 d 
的 子 集 ,那么 Y 也 是 一 个 度量 空间 . 为什么? 因为 p,qg EY 意味 着 p,q € 关 ， 这 
表明 d(p, 9) 满足 度量 的 三 条 性 质 . 


定义 9.3 (有 界 集 ). 

设 妃 是 度量 空间 X 的 一 个 子 集 ， 如 果 和 中 存在 一 点 gq, 使 得 g 到 马 中 任 
意 一 点 的 距离 均 小 于 某 个 固定 的 有 限 实数 M， 那 么 马 是 有 界 的 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


3g € XX,，3M € RR 使 得 Vpe E, d(p,q) < M,， 


那么 轧 C 镀 是 有 界 的 . 
没有 界 的 集合 称 为 无 界 集 . 


区 别 。 这 个 有 界 的 含义 与 定义 4.5 是 不 同 的 . 有 上 下 界 是 有 序 域 的 子 集 的 性 
质 ， 而 当前 的 有 界 是 度量 空间 的 子 集 的 性 质 . 

当然 ， 如 果 把 距离 函数 定义 为 d(p,q) = |p 一 9|， 那 么 任何 有 序 域 都 是 度量 空 
间 . RR 既是 一 个 有 序 域 又 是 一 个 度量 空间 . 例如， 集合 (co,3] 有 上 界 (任何 > 3 
的 数 都 是 它 的 上 界 ), 但 在 当前 定义 下 它 是 无 界 的 , 这 一 点 将 在 下 面 的 例子 中 有 所 
体现 .在 定理 9.6 中 ， 我 们 将 给 出 这 两 种 不 同 定义 之 间 的 具体 联系 . 


例 9.4 (有 界 集 ). 
度量 空间 及 中 的 集合 [-3, 3] 和 度量 空间 Q 中 的 集合 [-3,3] Nn Q 都 被 点 
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q 二 3 和 数 M = 6 限定, 因为 [3, 3] 中 的 点 与 3 之 间 的 距离 都 不 超过 6. 我 们 也 
可 以 说 它 以 点 gq = 3 和 数 M = 100 为 界 , 但 M 通常 越 小 越 好 ， 另外，[ 一 3, 3] 还 
被 点 9 = 一 3 和 MM = 6 限定 ,也 被 点 9 ==0 和 M = 3 以 及 其 他 许多 可 能 性 限定 . 

正如 你 可 能 知道 的 ， 有 界 性 就 是 集合 是 否 延伸 到 无 穷 远 的 问题 ， 集 合 [3, 3] 
是 有 界 的 ， 因为 集合 中 没有 大 于 3 的 数 , 也 没有 小 于 -3 的 数 . 但 是 ，( 一 00, 3] 是 
无 界 的 ， 因 为 不 存在 可 以 限定 它 的 数 ge 月: 对 于 任意 给 定 的 M， 我 们 总 能 找到 
某 个 p e (一 00,3|] 使 得 d(p,gq) > M， 从 根本 上 说 ， 由 于 (-co,3] 趋向 于 无 穷 远 ， 
所 以 始终 存在 一 个 远离 9 的 点 . 

度量 空间 及 中 的 集合 (-3,3) 和 度量 空间 Q 中 的 集合 (-3,3)nQ 以 点 gq=3 
和 数 M = 6 为 界 . 记 住 : gq 必须 在 X (度量 空间 ) 中 ， 但 不 必 在 B( 子 集 ) 中 . 

另 一 方面 ， 度 量 空间 R 中 的 集合 Q 是 无 界 的 ， 因 为 对 于 任意 点 ge 到, 当 g 
与 某 个 有 理 数 的 距离 为 M 时 ， 我 们 总 能 找到 另 一 个 与 9 的 距离 大 于 M 的 有 理 
数 . 
定理 9.5 (有 界 集 的 并 ). 

设 {Ai} 是 度量 空间 X 的 任意 子 集 族 ， 如 果 对 于 每 一 个 1 < i<<n，4i 均 有 
界 ， 那 么 有 限 并 【Jj _1 4; 也 是 有 界 的 . 


证 明 . 我 们 可 以 利用 并 集 的 有 限 性 证 明 ， 对 于 任意 EX，d(p,9) 小 于 9 与 最 远 
pi 的 距离 ， 而 该 距离 以 Mi; 为 界 . 

对 于 每 个 集合 4A;， 存 在 点 q; €& X 和 数 Mi se 民 ， 使 得 对 于 每 个 Ps 4 均 
有 d(pi, qi;) 入 Mi， 对 于 UP 4; 中 的 任意 一 点 p， 我 们 知道 p 属于 某 个 4A;， 其 
中 1<ign， 因 此 


d(p, q1) < d(p, qi) + d(qi, dl) 
< Mi; + d(qi, gq;) 
< max{ Mi, M,, oe ,AI 本 max{d(qi, q1), d(q1, 92)) ty , d(q1, qn)}. 


如 果 令 


M = M; i) 
qd= 1， Was, Mi + Wax d(q, 4) 


那么 对 于 每 一 个 pe (i hi, 均 有 d(p,g)< MM. 


注意 , 如 果 这 里 是 一 个 无 限 并 UU>， 4;， 那么 这 个 证 明 就 不 成 立 了 ,因为 我 们 
无 法 取 一 个 无 限 集 ( 比如 {M4, Mo, Ms …]} ) 的 最 大 值 . 
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定理 9.6 (有 界 < 全 既 有 上 界 又 有 下 界 ). 
设 玉 是 一 个 有 序 域 , 马 是 FF 的 任意 一 个 子 集 .万 有 界 当 且 仅 当 马 既 有 上 
界 又 有 下 界 . 


从 这 个 定理 的 表述 中 可 以 看 出 ， 有 序 域 F 也 是 一 个 度量 空间 ,其 距离 范 数 为 
d(p,q) = |p— dl. 


证 明 . 如 果 马 是 有 界 的 ， 那 么 存在 9 € 和 Me 有， 使 得 对 于 每 个 peE 互 均 有 


Ip-aq<M— -Ms<p-ag<M 


qa-Mz<p<gq+M. 


因此 g 一 M 是 马 的 下 界 ,，g 十 M 是 万 的 上 界 . 
如 果 马 既 有 上 界 又 有 下 界 ， 那 么 存在 a, 6 es 下， 使 得 对 于 每 个 pe 马 均 有 
B<p<a. 令 


M > max{|al, |8|}, 


那么 Mz|al>a, 且 一 M < 一 |8| < BB. 因为 F 是 一 个 有 序 域 ,所 以 它 有 加 法 
单位 元 0. 令 g=0, 则 g-M<p<qt+M, 于 是 lbp-q<M. 


定义 9.7 ( 邻 域 ). 
在 度量 空间 X 中 ， 围 绕 点 p 且 半 径 为 + > 0 的 邻 域 N,(p) 是 久 中 与 p 的 
距离 小 于 的 所 有 点 的 集合 . 
用 符号 表示 ， 即 


N.(p)= {gq€ X | dl(p,gq) < 7 


例 9.8 ( 邻 域 ). 

在 度量 空间 RR 中 , 集合 (3,3) 是 围绕 点 0 且 半 径 为 3 的 邻 域 . 集合 (99, 100) 
是 围绕 点 99.5 且 半 径 为 0.5 的 邻 域 . 集合 [-3,3]、[-3,3) 和 (-3,3] 都 不 是 邻 域 ， 
因为 点 -3 和 3 与 0 的 距离 为 3 (等 于 半径 ) 

在 及 2 中 ， 任 何 圆 的 内 部 都 是 围绕 其 圆心 的 邻 域 . 在 R* 中 ,任何 维 球体 
的 内 部 都 是 围绕 其 球 心 的 邻 域 . 〈 这 些 集合 被 称 为 开 球 . ) 

注意 ， 所 有 邻 域 都 以 M = 7 为 界 ， 因 为 邻 域 中 任意 一 点 与 中 心 的 距离 都 不 
可 能 比 ” 更 远 . 
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定义 9.9 (极限 点 ). 
设 已 是 度量 空间 区 的 一 个 子 集 ， 如 果 点 p 的 每 个 领域 都 包含 媚 的 至 少 一 


用 符号 表示 ， 即 如 果 
vr>0, N(PDNEzA{p} EE #8, 


那么 D 就 是 马 CX 的 极限 点 . 


例 9.10 (极限 点 ). 

集合 [-3,3] 和 (一 3,3) 中 的 每 一 个 点 都 是 该 集合 的 极限 点 ， 为 什么 ? 根据 Q@ 
在 民 中 的 稠密 性 ， 对 于 每 一 个 p € 及 和 每 一 个 > > 0， 我 们 总 可 以 找到 一 个 点 q 
使 得 p 一 r+ <g<p+7r， 因此 g 在 WN;(p) 中 . 现在 我 们 只 需要 保证 ve (-3,3) 即 
可 . 于 是 , 我 们 可 以 利用 稠密 性 找 出 一 个 满足 max(p 一 7, 一 3) < qi < min(p 十 7,3) 
的 qr， 那么 oa € Ni.(p)， 因 为 


—3 < max(p—7,—3) <q <min(p+7,3) <3, 


并 且 qr e (-3,3)， 因 为 -3 < 0 < 3. 
注意 ,按照 同样 的 逻辑 ，-3 和 3 都 是 开 区 间 (-3,3) 的 极限 点 (虽然 它们 不 
是 该 区 间 的 元 素 ). 


由 定义 可 知 ， 极 限 点 PE 五 的 每 一 个 邻 域 都 至 少 包含 忆 的 另 一 个 点 .事实 
上 ， 我们 可 以 得 到 更 多 : p 的 每 一 个 邻 域 都 包含 互 中 无 穷 多 个 点 .这 看 起 来 是 一 


个 相当 大 的 跳跃 , 不 是 吗 ? 从 包含 忆 的 一 个 点 跳跃 到 了 包含 鳌 的 无 穷 多 个 点 , 但 
这 里 的 关键 是 : p 的 每 个 邻 域 都 包含 B 的 一 个 点 , 而 p 有 无 穷 多 个 邻 域 ， 所 以 每 
个 邻 域 都 应 该 包含 忆 中 无 穷 多 个 点 . 


定理 9.11 (极限 点 的 无 限 邻 域 ). 
设 巨 是 度量 空间 XX 的 子 集 ， 如 果 p 是 马 的 极限 点 ， 那 么 对 于 任意 了 > 0， 
Nj(p) 包含 妃 中 无 穷 多 个 点 . 


证 明 . 我 们 利用 逆 否 命题 来 证 明 : 不 去 证 明 4 一 > BB, 而 是 证 明 -B 'A. 此 
时 ，B 是 “p 的 每 个 邻 域 都 包含 忆 的 无 穷 多 个 点 ”， 所 以 - 妃 是 “p 的 某 个 邻 域 
只 包含 马 的 有 限 多 个 点 ”. 证明 的 基本 思路 是 ， 如 果 点 的 数量 是 有 限 的 ， 那 么 我 
们 可 以 选 出 与 p 的 距离 最 小 的 点 , 那么 半径 小 于 这 个 距离 的 邻 域 就 只 包含 点 p 而 
不 包含 其 他 点 . 
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把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


证 明定 理 9.11 的 逆 否 命题 
假设 3r > 0 使 得 No) mn 五 包含 五 中 个 点 . 那么 Q = 


么 任务 就 完成 了 (我们 可 以 跳 到 证 明 的 最 后 一 行 )， 否 则 ， 我 们 可 以 将 @ 的 
所 有 点 标记 为 {gq1, d2) ,gn} 9 并 且 令 


D = {d(p, q1), d(p, ga) qd(D,9n)} 


因为 8 是 有 限 的 ， 所 以 D 也 是 有 限 的 ， 因 此 我 们 可 以 取 最 小 值 . 
令 有 hh = 3 .因为 D 的 每 个 元 素 都 是 正 的 ， 所 以 h 也 
是 .此 时 Ni(p)nmQ = 
因为 hr， 所 以 Nn(p) C Ni(p)， 从 而 有 


Nn (PME = (Na (DNN7-PINE = Na (DNNDNE) = Nn (PIMG = 


我 们 找到 了 一 个 p 的 邻 域 ， 它 不 包含 巨 中 的 点 (p 本 身 除外 )， 所 以 p 不 可 
能 是 五 的 


推论 9.12 (有 限 集 没有 极限 点 ). 度量 空间 的 有 限 子 集 没 有 极限 点 . 


证 明 . 如 果 有 限 集 五 C X 有 一 个 极限 点 p， 那 么 由 定理 9.11 可 知 ， 对 于 任意 
7 > 0，NN,(p) 都 将 包含 忆 中 无 穷 多 个 点 .那么 B 一 定 有 无 穷 多 个 点 ， 这 显然 是 


一 个 矛盾 . 


定义 9.13 ( 闭 集 ). 
如 果 度 量 空间 的 一 个 子 集 包含 其 所 有 极限 点 ， 那 么 该 子 集 就 是 一 个 闭 集 . 
用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


{pEX|p 是 三 的 极限 点 } CE， 
那么 轧 C XW 就 是 一 个 闭 集 . 


区 别 。 这 里 的 闭 集 与 定义 5.1 中 封闭 的 含义 不 同 ， 域 可 以 对 加 法 和 (或 ) 乘 
法 运算 封闭 ， 度 量 空间 的 子 集 只 在 包含 其 所 有 极限 点 的 情况 下 才 是 闭 集 . 
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例 9.14 ( 闭 集 ). 
闭 区 间 [3,3] 是 个 闭 集 .现在 终于 知道 为 什么 称 它 为 “ 闭 区 间 ” 了 !) [3, 3] 
外 的 任意 一 点 p 都 不 是 [3, 3] 的 极限 点 ， 因 为 如 果 令 


_ min{|—3—p|, |3—»|} 
2 条 


但 (-3,3) 不 是 闭 集 . 由 例 9.10 可 知 ， 点 -3 和 3 都 是 开 区 间 (一 3, 3) 的 极 
限 点 , 但 -3 和 3 都 不 属于 这 个 集合 . 


推论 9.15 (有 限 子 集 是 闭 集 ).。 度量 空间 的 有 限 子 集 是 闭 集 . 


证 明 . 根据 推论 9.12， 有 限 集 马 C X 没有 极限 点 ， 因此， 包含 其 所 有 极限 点 ， 
所 以 一 是 闭 集 . 


定义 9.16 (稠密 集 ). 

设 马 是 度量 空间 X 的 一 个 子 集 . 如 果 X 的 每 一 点 均 属 于 媚 或 是 马 的 极 
限 点 ， 那 么 互 在 和 中 是 稠密 的 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


Yr EX,，,XEB 或 Xx 是 马 的 极限 点 ， 
那么 轧 CX 在 关中 是 稠密 的 . 


注意 ,稠密 性 是 一 种 相对 属性 . 不 能 简单 地 说 一 个 集合 是 “稠密 的 ”>; 只 有 在 
度量 空间 中 讨论 集合 的 稠密 性 才 有 意义 . 


例 9.17 (稠密 集 ). 

注意 ， 每 个 度量 空间 都 在 其 自身 中 稠密 . 

如 果 度 量 空间 X 中 的 集合 EB 是 闭 集 , 那么 EB 就 包含 它 的 所 有 极限 点 ， 因 此 
五 在 X 中 稠密 ”就 等 于 说 “X 的 每 个 点 都 属于 五 ” ， 这 意味 着 X C B. 但 是 
互 C 对， 所 以 我 们 有 以 下 规则 : 对 于 度量 空间 X 的 任意 闭 子 集 已 , 忆 在 X 中 秽 
密 当 且 仅 当 = X. 


区 别 。 这 里 的 稠密 与 定理 5.6 中 的 意义 不 同 . 例如 ,根据 这 个 定义 ， 每 一 个 
集合 已 都 在 其 自身 中 稠密 〈 按照 定理 5.6 的 定义 ，N 并 不 是 稠密 的 ) 
然而 ,事实 上 ， 无 论 是 在 新 定义 还 是 在 旧 定 义 下 ，Q 在 及 中 都 是 稠密 的 . 


定理 9.18 (Q 在 及 中 稠密 ).， 有 理 数 集 @ 在 度量 空间 民 中 是 稠密 的 . 
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证 明 . 我 们 希望 证 明 每 一 个 实数 要 么 是 有 理 数 ,要 么 是 有 理 数 集 的 一 个 极限 点 (或 
者 两 者 都 是 ) 每 一 个 不 是 有 理 数 的 实数 都 是 无 理 数 , 所 以 我 们 要 证 明 的 是 : 每 一 


必须 证 明 : 
p€EI—>Vvr>0, NDNQA{P}H #98. 
记 住 ， 在 实 直 线 上 ， 邻 域 就 是 一 个 开 区 间 . 对 于 任意 pe 了,，N;(p) = (p 一 7, 
p 十 7)， 所 以 我 们 需要 找到 某 个 ge& Q 使 得 p 一 + <g <p+r. 注意 ,由 于 p 一 7 
和 wp 十 7 都 是 实数 ， 所 以 定理 5.6 保证 了 一 定 存在 这 样 的 有 理 数 9. 
下 面 的 定义 有 助 于 我 们 了 解 开 集 . 从 某 种 意义 上 说 ， 开 集 与 闭 集 相反 . 


定义 9.19 (内 点 ). 
设 妃 是 度量 空间 X 的 一 个 子 集 . 如果 p 的 菜 个 邻 域 包含 在 马 中 ,那么 点 p 


用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


3r > 0 使 得 N,(p) CE， 
那么 p 是 已 CX 的 内 点 . 


例 9.20 (内 点 ). 
(一 3,3) 的 每 个 点 都 是 该 集合 的 内 点 ， 为 什么 ? 对 于 任意 pe (-3,3)， 令 


7 二 min{l 一 3 一 中 3 一 中， 


那么 Ni(p) C (一 3,3). 

除了 -3 和 3 以 外 ，[ 一 3,3] 的 每 一 个 点 都 是 该 集合 的 内 点 . 这 两 个 数 为 什么 
不 是 内 点 呢 ? 对 于 每 一 个 > > 0，N(-3) 都 包含 一 个 小 于 -3 的 点 ， 所 以 -3 的 
所 有 邻 域 都 不 是 (一 3, 3) 的 子 集 . 同样 地 ，3 的 每 个 邻 域 都 包含 一 个 大 于 3 的 点 . 


定义 9.21 ( 开 集 ). 

如 果 度 量 空间 的 一 个 子 集 的 所 有 点 都 是 该 集合 的 内 点 ， 那 么 这 个 子 集 就 是 一 
个 开 集 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


> 


Vp E 五 , 3r > 0 使 得 N,(p) CE， 


那么 已 CX 是 一 个 开 集 . 
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例 9.22 ( 开 集 ). 在 前 面 的 例子 中 ，(-3,3) 是 开 集 ，[ 一 3, 3] 不 是 开 集 . 


接 下 来 ,我们 将 证 明 所 有 邻 域 都 是 开 集 . 注意 , 虽然 [-3,3] 是 闭 集 不 是 开 集 ， 
且 (-3,3) 是 开 集 不 是 闭 集 ， 但 这 并 不 意味 着 “ 开 集 一 > 不 是 闭 集 ”， 反 之 亦 然 . 
我 们 将 看 到 既 非 开 集 也 非 闭 集 的 例子 ， 以 及 既是 开 集 又 是 闭 集 的 例子 . 


定理 9.23 ( 令 域 是 开 集 ). 度量 空间 XX 中 的 每 个 邻 域 N,(p) 都 是 开 集 . 


证 明 . 首先 , 利用 定义 找 出 问题 的 关键 所 在 ,进而 逐步 分 解 证 明 . 然后 , 我 们 把 已 
有 的 内 容 用 线性 的 方式 写 出 来 . 

第 一 步 利用 定义 缩小 需要 证 明 的 范围 . 

< 我 们 想 证 明 每 个 邻 域 都 是 开 集 . 
< 取 一 个 邻 域 马 = N (op)， 并 证 明 每 个 ge 互 都 是 已 的 内 点 . 
证 明 Yq e ,3k > 0 使 得 邻 域 下 = Ni(g) 包含 在 已 中 . 
一 证 明 VseR se 五 . 
一 证 明 vse 玉 dp,s) <7. 

如 果 能 找到 邻 域 玉 的 一 个 半径 &， 使 得 最 后 一 个 命题 成 立 ， 那 么 我 们 的 任务 
就 完成 了 . (我们 可 以 选择 任何 满足 要 求 的 上 > 0, 为 了 让 q 成 为 内 点 ， 只 需要 找 
到 一 个 包含 在 EB 中 的 邻 域 就 可 以 了 . ) 

首先 ， 考 虑 尚未 使 用 的 可 用 事实 : 


1. X 是 一 个 度量 空间 一 > 我 们 有 三 角 不 等 式 . 
2. g€ E, 所 以 d(p,q) <7. 


那么 d(p, s) < d(p,q) + d(g,s) <7r+k. 

k 是 一 个 任意 实数 , 但 它 必须 大 于 0. 我 们 的 工作 还 没有 完全 结束 . d(p, s) < 
7 十 “大 于 0 的 任意 值 ” 并 不 意味 着 d(p, s) <7. 

再 看 看 第 二 个 事实 . 如 果 d(p,g) <7, 那 么 一 定 存 在 h > 0 使 得 d(p,g)+h = 二 7. 
于 是 

d(p,s) <7—h+i+d(g,s) <r—h+i+k. 

现在 看 看 图 9.1， 很 明显 ! 只 要 让 k = hh， 我 们 就 得 到 了 qd(p, s) < 7. 

第 二 步 ” 是 的 ， 我 们 刚刚 证 明了 这 个 定理 ,但 是 请 注意 ， 如 果 在 一 开始 就 利 
用 这 个 关键 步骤 ( 令 = )， 那么 我 们 可 以 把 整个 过 程 更 清晰 地 写 出 来 . 接 下 来 
给 出 正式 的 证 明 . 
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一 
3 


图 9.1 点 4 是 和 Ni.(p) 的 内 点 


令 万 = N,(p)， 那么 对 于 任意 ge 忆 ,，d(p,g) <7 意味 着 存在 某 个 h > 0, 使 
得 d(p,gq) 十 h==7. 令 下 = Ni(q)， 那么 对 于 任意 se 已 , 均 有 d(g,s) <h. 和 是 
一 个 度量 空间 ， 所 以 根据 三 角 不 等 式 ， 我 们 有 
d(p, s) < d(p,q) + d(g,s)=7—h+d(g,s) < 一 站 十 六 二 站 ， 
因此 se N(p) = .由 于 s 是 任意 ， 所 以 我 们 可 以 说 Nn(gq) 中 的 每 个 点 都 包含 
个 点 都 是 已 的 内 点 ， 因 此 互 是 一 个 开 集 . 


如 果 愿 意 的 话 ， 我 们 可 以 把 几乎 所 有 东西 都 用 符号 来 表示 ， 从 而 进一步 缩短 
证 明 : 


vg € 忆 , d(p,9) <7 一 > 3h > 0 使 得 d(p,q)=+ 一 h 
且 Vs€ Nn(g), d(q,s) <h 
-全 d(p,s) < d(p,9) + d(g,s) <7—h+h=r7 
—>sEE 
= 全 Nn(q) CE 
一 > 马 是 开 集 . 
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定义 9.24 (完备 集 ). 
如 果 度 量 空间 的 一 个 子 集 是 闭 集 并 且 它 的 所 有 点 都 是 极限 点 ， 那 么 这 个 子 集 


就 是 一 个 完备 集 . 
换 名 话说， 如 果 度 量 空间 的 一 个 子 集 的 极限 点 恰好 是 它 的 所 有 点 ， 那 么 这 个 
子 集 就 是 完备 集 . 


例 9.25 (完备 集 ). 
在 我 们 目前 所 见 到 的 例子 中 ,只 有 [3, 3] 这样 的 闭 区 间 是 完备 集 . 像 [-3, 3]U 


例 9.26 (不 同 集合 的 性 质 ). 
对 于 度量 空间 X 的 每 一 个 子 集 巨 ， 我 们 先 考 察 它 是 否 有 界 ， 然 后 再 观察 它 
的 极限 点 和 内 点 ， 进 而 确定 它 是 闭 集 、 开 集 或 完备 集 . 


1 瑟 反 名， 
有 界 吗 ? 有 界 ， 以 任意 点 9 € X 和 任意 数 M 为 界 . 
极限 点 ? 没有 ， 因 为 互 中 没有 点 . 


闭 集 ? 是 的 .因为 BB 没有 极限 点 ， 所 以 它 包 含 所 有 的 极限 点 . 
开 集 ? 是 的 . 因为 马 中 没有 点 ， 所 以 它 的 所 有 点 都 是 内 点 . 


2. E = {p}. 

有 界 吗 ? 有 界 , 以 任意 点 ge X 和 数 M = d(p,g) 为 界 . 因为 对 于 任意 gq EX， 
gq 与 忆 中 任意 一 点 的 距离 其 实 就 是 wd(p,q)， 并 且 d(p,9q) < ad(p,9)==M. 

极限 点 ? 没有 . 围绕 p 的 每 一 个 邻 域 都 只 包含 的 一 个 元 素 , 即 p 本 身 . 对 
于 其 他 任意 一 点 weX, 令 0<r<d(p,9), 则 有 N,(q) 几 B=%. 

内 点 ? 这 完全 取决 于 度量 空间 X. 如 果 X 包含 有 限 个 点 {q1,q2,… ,qn}， 那 
么 我 们 令 


人 一 min{d(p, q1), d(p, d2)， Ra , d(p, qn)}, 


此 时 Ni,(p) 只 包含 p， 所 以 p 是 五 的 内 点 . 

如 果 X 包含 无 穷 多 个 点 ， 那 么 上 述 技巧 就 不 起 作用 了 ， 我 们 找 不 到 X 中 与 
2 距离 最 小 的 点 ， 因 为 没 办 法 取 无 限 集 的 最 小 值 (只 能 取 到 下 确 界 ， 但 对 这 个 例 
子 没有 帮助 ) 这 里 有 两 种 可 能 的 情形 . 
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情形 1. p 不 是 互 的 内 点 : 例如 ， 如 果 X = 具有 通常 度量 的 及 ， 那 么 围绕 
情形 2. p 是 马 的 内 点 : 例如 , 如 果 关 CR 上 且 X= (00, 一 11U{0}U1[l,o) 


并 且 p = 0， 那 么 Nos(p) 仅 包含 X 中 的 一 个 点 ， 即 2. 
闭 集 ? 是 的 . 马 没有 极限 点 ， 所 以 五 包含 所 有 的 极限 点 . 


开 集 ? 同样 地 , 这 取决 于 度量 空间 . 如 果 p 是 一 的 内 点 , 那么 已 是 开 集 ， 
为 互 的 所 有 点 都 是 内 点 .否则 ， 媚 不 是 开 集 . 

完备 集 ? 不 是 ，B 是 闭 集 ， 但 它 的 唯一 点 p 不 是 极限 点 . 

如 本 例 所 示 ， 我 们 通常 需要 小 心 指定 正在 使 用 的 度量 空间 . 

3. 在 度量 空间 X = 及 中 ,一 = [一 3,3]. 

有 界 吗 ? 根据 例 9.4， 有 界 . 

极限 点 ? 由 例 9.10 可 知 ， 互 的 每 个 点 都 是 极限 点 . 

内 点 ? 根据 例 9.20， 除 -3 和 3 外 ,五 的 每 个 点 都 是 内 点 . 

闭 集 ? 是 的 . 已 包含 所 有 的 极限 点 . 

开 集 ? 不 是 . 互 中 的 点 -3 和 3 都 不 是 内 点 ， 因 此 成 不 是 开 集 . 

完备 集 ? 是 的 . 互 是 闭 集 并 且 万 的 所 有 点 都 是 极限 点 . 

4. 在 度量 空间 和 = 及 中 , 瑟 = (-3,3). 

有 界 吗 ? 根据 例 9.4， 有 界 . 

极限 点 ? 由 例 9.10 可 知 , 互 的 每 个 点 都 是 极限 点 . 另外 ,， -3 和 3 也 是 五 的 
极限 点 . 

内 点 ? 根据 例 9.20， 互 的 每 个 点 都 是 内 点 . 


闭 集 ? 不 是 . 已 的 两 个 极限 点 -3 和 3 不 包含 在 妃 中， 所 以 互 不 是 闭 集 . 
开 集 ? 是 的 .已 的 每 个 点 都 是 内 点 . 
完备 集 ? 不 是 .五 不 是 闭 集 . 


5. 在 度量 空间 X= 民 中 ,EE = (-3,3]. 
有 界 吗 ? 根据 例 9.4， 有 界 . 
极限 点 ? 由 例 9.10 可 知 , 互 的 每 个 点 都 是 极限 点 . 另外 ,，-3 也 是 EB 的 极限 


PI 


闭 集 ? 不 是 ， 瑟 的 一 个 极限 点 -3 不 包含 在 妃 中 ， 所 以 不 是 闭 集 . 
开 集 ? 不 是 ， 中 的 点 3 不 是 内 点 . 
完备 集 ? 不 是 . 不 是 闭 集 . 
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注意 ， 最 后 一 个 例子 既 不 是 闭 集 也 不 是 开 集 . 


在 下 一 章 中 ， 我 们 将 更 深入 地 探讨 开 集 和 闭 集 的 性 质 ， 为 此 ， 我 们 会 给 出 几 
个 定理 的 证 明 ， 定 义 集合 闭 包 的 概念 ， 并 和 弄 清 楚 对 某 个 集合 而 言 的 开 集 为 什么 对 
另 一 个 集合 来 说 却 不 是 开 集 . (我 知道 你 迫不及待 地 想 翻 开 下 一 页 ， 但 你 最 好 先 
去 见 一 见 朋 友 .， 他们 会 想念 你 的 . ) 


第 10 章 闭 集 和 开 集 


上 一 章 主 要 讨论 定义 ， 本 章 将 给 出 一 些 重要 的 定理 ， 这 些 定 理 将 有 助 于 我 们 
更 好 地 理解 如 何 使 用 开 集 和 闭 集 . 
定理 10.1 ( 开 集 的 补 集 ). 

度量 空间 X 的 子 集 妃 是 开 集 当 且 仅 当 五 的 补 集 是 闭 集 . 

如 果 你 认为 开 集 有 “虚线 ”边界 ( 即 不 包含 其 边界 ), 而 闭 集 有 “ 实 线 ” 边界 ， 
那么 这 个 定理 就 是 有 意义 的 .如 图 10.1 所 示 ， 如 果 一 个 集合 有 虚线 边界 ,那么 其 


10.1 开 集 妃 是 左 侧 的 阴影 区 域 ( 不 包括 虚线 边框 )， 闭 集 EB% 是 右 侧 的 阴影 区 域 (包括 
实 线 边框 ) 


证 明 . 证 明 非 常 简 洁 ， 如 果 EC 是 闭 集 , 那么 ze 一 意味 着 x 不 可 能 是 B% 的 极 
限 点 ， 因 此 存在 z 的 某 个 邻 域 仅 包含 忆 中 的 点 ， 所 以 巨 是 开 集 . 相反 ， 如果 三 
是 开 集 ， 那 么 对 于 Ee 的 任何 极限 点 z，z 的 每 个 邻 域 都 不 会 只 包含 刀 中 的 点 ， 
因此 z 不 在 已 中 ,所 以 E% 是 闭 集 . 

如 果 你 仍然 对 极限 点 和 内 点 感到 困惑 ， 我 们 将 通过 填充 具体 的 细节 来 展开 整 
个 证 明 . 

先 证 明定 理 的 一 个 方向 , 假设 B” 是 闭 集 . 我 们 想 证 明 是 开 集 ， 这 意味 着 
五 的 每 个 点 都 存在 一 个 完全 包含 在 互 中 的 邻 域 . EC 包含 其 所 有 的 极限 点 ， 所 以 
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此 ,x 不 满足 极限 点 的 定义 ,所 以 一 定 存在 r > 0, 使 得 N,(z)nEC = {2} 或 = 
由 于 xz 4 BC, 所 以 N(z)n BEC 中 不 包含 x, 那么 一 定 有 N(x)n Bc = 2 由 于 
Ni(z) 与 BC 没有 公共 点 ， 因 此 N(x) 仅 包 含 的 点 ， 所 以 Nr(z) c EB， 于是， 
z 是 互 的 内 点 . 由 于 > 是 任意 ， 所 以 互 的 每 个 点 都 是 内 点 ， 因 此 已 是 开 集 . 
为 了 证 明 另 一 个 方向 , 假设 马 是 开 集 . 我 们 想 证 明 BC 是 闭 集 , 这 意味 着 已 C 


至 少 包含 瓦 5 的 一 个 点 .因此 Vi(z) 不 仅仅 包含 的 点 ， 所 以 z 的 每 个 邻 域 都 
不 完全 包含 在 巨 中， 因此 zx 不 可 能 是 瓦 的 内 点 . 但 互 的 每 个 点 都 必须 是 内 点 ， 
所 以 z 不 在 马 中 ,那么 x ee Ep°. 由 于 zx 是 Ee 的 任意 极限 点 ， 因 此 Ep 的 每 
个 极限 点 都 属于 BE ， 所 以 五 5 是 闭 集 . 


推论 10.2 ( 闭 集 的 补 集 ). 
度量 空间 和 的 子 集 是 闭 集 当 上 且 仅 当 FF 的 补 集 是 开 集 . 


证 明 . 如 果 FC 是 开 集 ,那么 由 上 一 个 定理 可 知 , FC 的 补 集 一 定 是 闭 集 .但 (FC)< 
和 下 是 一 样 的 ， 所 以 是 闭 集 ， 同样 地 ， 如 果 FF 是 闭 集 ， 那 么 补 集 为 的 集 
合 一 定 是 开 集 ， 而 这 个 集合 显然 就 是 5. 


前 面 的 定理 和 推论 为 我 们 提供 了 一 个 将 闭 集 和 开 集 联系 起 来 的 好 方法 ,但 不 
要 放松 警惕 ， 始 终 记 住 ， 开 集 不 是 闭 集 的 反义词 ( 因为 集合 可 以 既是 开 集 又 是 闭 
集 ， 也 可 以 两 者 都 不 是 一 一 参见 例 9.26 ) 
定理 10.3 ( 开 集 的 无 限 并 与 闭 集 的 无 限 交 ). 

任意 一 组 开 集 的 并 仍 是 开 集 . 

用 符号 来 表示 ， 即 : 


Va Go 是 开 集 一 > | G。 是 开 集 . 
同样 地 ， 任 意 一 组 闭 集 的 交 仍 是 闭 集 . 
用 符号 来 表示 ， 即 : 


Ya 下 是 闭 集 一 > (Fs 是 闭 集 . 
O 证 明 . (J, G。 的 每 个 点 都 是 某 个 G。 的 内 点 ， 因 此 该 点 的 某 个 邻 域 完全 包含 在 并 
集中 . 门 , 的 每 个 极限 点 的 每 个 邻 域 都 与 所 有 的 及 相交 ,因此 该 点 是 所 有 到 
的 极限 点 ， 那 么 它 也 是 交集 中 的 元 素 ， 接 下 来 我 们 给 出 严格 的 论述 . 
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对 于 任意 ze J, Gs。， 存 在 某 个 a 使 得 x € Gs。.， 因为 G。 是 开 集 ， 所 以 x 
是 Gu 的 内 点 , 那么 3r > 0 使 得 N(x) C Ga 又 因为 Gs CU,Ga, 所 以 Nr(z) 
也 包含 在 WJ, Ga。 中 ， 因 此 z 也 是 WJ, Gs 的 内 点 . 由 于 z 是 任意 ， 所 以 ,Ga 
的 每 个 点 都 是 内 点 ， 因 此 它 是 开 集 . 

设 z 为 门 .及 的 一 个 极限 点 ， 因 此 对 于 任意 > > 0， 有 


N,(z)N (Na {7z} 且 产儿 2. 


这 意味 着 对 于 每 个 a，N,(z) nF 产 {z} 且 六 @，( 为 什么 ? 如果 z 的 邻 域 和 所 
有 到 的 交集 包含 某 个 元 素 ， 那 么 该 邻 域 和 任何 一 个 ,的 交集 当然 也 包含 这 个 
元 素 . ) 由 于 每 个 五 , 都 是 闭 集 ， 所 以 对 于 任意 a 均 有 ze ,因此 xe 门 , 
由 于 z 是 任意 一 个 极限 点 ， 因 此 门 .Fi 的 每 个 极限 点 都 是 门 及 中 的 点 ， 所 以 
它 是 闭 集 . 

注意 这 两 个 论证 的 相似 之 处 ， 我 们 任意 选取 一 个 点 或 极限 点 ， 并 直接 利用 开 
集 或 闭 集 以 及 并 集 或 交集 的 定义 . 但 是 , 如 果 在 证 明 第 二 部 分 时 遇 到 了 困难 , 你 可 
以 直接 利用 推论 10.2 和 德 摩根 律 来 证 明 : 由 于 环 , 是 闭 集 , 所 以 FC 是 开 集 , 那么 
根据 第 一 部 分 的 证 明 , LU_(FC) 也 是 开 集 . 由 德 摩根 律 可 知 , ( 门 。 到)c = UL_(FC)， 
因此 门 到 一 定 是 闭 集 . 


定理 10.4 ( 开 集 的 有 限 交 和 闭 集 的 有 限 并 ). 
任意 有 限 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 . 
用 符号 来 表示 ， 即 : 


对 于 1<i<n， Gi 是 开 集 一 > [ |Gi 是 开 集 . 
到 
同样 地 ， 任 意 有 限 个 闭 集 的 并 仍 是 闭 集 . 


对 于 1<i<n, Fi 是 闭 集 一 > | 下 是 闭 集 . 
i=1 
这 个 定理 (与 上 一 个 定理 ) 的 不 同 之 处 在 于 集合 必须 是 有 限 多 个 . 
如 例 3.14 所 示 ， 对 于 任意 ne N, 令 4 = (2,+), 那么 4， = {0}. 


nm 


每 个 4A， 都 是 及 中 的 开 集 ， 但 它们 的 无 限 交 是 一 个 点 ， 而 点 在 及 中 不 是 开 集 . 
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同样 地 ， 在 例 3.14 中 我 们 还 看 到 ， 对 于 任意 ne N, 令 4, = [0,2 一 二 ， 那 
么 UP 4 = 10,2). 不 过 , 我们 从 未 真正 证 明 过 这 一 点 , 所 以 现在 就 开始 吧 . 对 
于 任意 0 冬 zZ < 2， 由 阿 基 米 德 性 质 可 知 ， 存 在 ne N 使 得 n> 二 ， 因 此 


2n—1>nr—>7r<2—i. 


所 以 ， 对 于 任意 zx <e [0,2)， 存 在 某 个 ne N 使 得 x e [0,2 一 1], 因此 x < 
U1[0,2 一 基 . (但 是 ， 该 并 集 不 包含 数 2， 因 为 找 不 到 me N 使 得 2 e 4 ) 
每 个 4A, 都 是 及 中 的 闭 集 ， 但 它们 的 无 限 并 是 一 个 半 开 区 间 ， 不 是 及 中 的 闭 集 
(虽然 2 是 [0,2) 的 极限 点 ， 但 2 不 包含 在 该 区 间 内 ) 

这 里 并 不 是 说 开 集 的 无 限 交 一 定 不 是 开 集 ， 有 时 是 开 集 ， 有 时 不 是 开 集 ， 例 
如 ， 对 于 任意 ne N, 令 4,, = (-3,3)， 那 么 每 个 4,, 都 是 及 中 的 开 集 ， 并 且 
站 2 4 = (3,3) 也 是 及 中 的 开 集 ， 类 似 的 结论 同样 适用 于 闭 集 的 无 限 并 


证 明 . 因为 有 限 性 是 这 个 定理 的 一 个 关键 假设 ， 所 以 我 们 在 证 明 中 自然 会 用 到 它 . 
门 2 Gi 的 每 个 点 都 是 所 有 Gi; 的 内 点 , 因此 其 半径 最 小 的 邻 域 会 完全 包含 在 交集 
中 .Ui i 的 每 个 极限 点 一 定 是 某 个 的 极限 点 ， 所 以 它 会 包含 在 那个 五 中 ， 
从 而 也 会 包含 在 并 集中 .， 接 下 来 我 们 给 出 严格 的 论述 . 

令 ze 站 Gi;， 我们 想 证 明 x 是 该 交集 的 内 点 . 对 于 1<i<n 有 xeEGi， 
由 于 每 个 G; 都 是 开 集 ， 所 以 存在 mm > 0 使 得 N,, (x) C G;， 因 为 n 是 有 限 的 ， 
所 以 我 们 可 以 取 最 小 的 半径 令 7 = min{7i,72,… ,Tn}， 那么 对 于 1<i<n 有 


因为 N,(z) 是 所 有 G; 的 子 集 ， 所 以 N,(z) c 站 G;， 因 此 z 确实 是 站 G; 
的 内 点 . 

设 z 是 WU; 的 极限 点 ， 我 们 想 证 明 x 是 该 并 集 的 元 素 ， 如 果 x 是 某 个 
五 的 极限 点 ,那么 它 就 是 该 及 的 元 素 , 所 以 ze U1 瓦 .我们 只 需要 证 明 zx 是 
某 个 瓦 的 极限 点 即 可 . 下 面 通过 反 证 法 来 证 明 这 一 点 . 假设 z 不 是 任何 Fh 的 极 
限 点 ， 那 么 对 于 1 < i < n， 存 在 某 个 m > 0 使 得 N(z)n 严 ={z} 或 =G. 由 
于 n 是 有 限 的 , 所 以 我 们 可 以 取 最 小 的 半径 , 令 r = min{r1,72,… ,7,}， 那么 对 
于 1<i<n 有 

(N,(T) NR) C(N, (7) NA) {7 或 =%. 


i 


因此 N;(z)n (Ui 古 ) = {z} 或 =@g， 这 与 x 是 UU 局 的 极限 点 相 矛 盾 . 
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为 了 证 明 第 二 个 命题 , 我 们 同样 可 以 直接 利用 定理 10.1 和 德 摩根 律 , 如 下 框 
所 示 . 


证 明 有 限 多 个 闭 集 的 并 仍 是 闭 集 


因为 i 是 闭 集 ， 所 以 KE 是 ， 那 么 由 第 一 部 分 的 证 明 可 知 ， 
站 (8) 也 是 . 根据 德 摩根 律 , 我 人 有 门 :_1 (FC) = | 
那么 ， 因 为 其 补 集 是 ， 所 以 Ui_j 一定 是 闭 集 . 


定义 10.5 ( 闭 包 ). 

度量 空间 天 的 子 集 万 的 所 有 极限 点 的 集合 记 为 B'. 三 的 闭 包 ( 记 作 五) 
是 集合 BUE. 
例 10.6 ( 闭 包 ). 

如 果 瑟 = (-3,3),， 那么 由 例 9.10 可 知 , -3,3 e B'. 另外 ，( 一 3,3) 的 每 个 点 
也 都 是 互 的 极限 点 ， 所 以 (一 3,3) C BF， 因此 ,EB = {3,3}U(-3,3) = [一 3,3]， 
五 = (一 3,3)U [3,3]， 即 闭 区 间 [3, 3]. 
定理 10.7 ( 闭 包 是 闭 集 ). 对 于 度量 空间 X 的 任意 子 集 马 , 万 是 闭 集 . 
证 明 . 根据 定理 10.1, 我 们 只 需 证 明 五 ”是 开 集 ， 对 于 任意 pe 五 ”, 我们 要 证 明 
存在 r > 0 使 得 N,(p) 完全 包含 在 互 ”中 . 换 句 话说 , 我 们 想得到 N, (p)n 亡 = 2， 
这 意味 着 N,(pj 中 B=% 且 NN,(pDNE'= 8%. 

pE ”意味 着 p 4， 并且 p 不 是 忆 的 极限 点 ， 所 以 存在 某 个 + > 0 使 得 
N-(p)NE= YS. 

现在 我 们 只 需 证 明 NN, (pnB' = gg. 下 面 利用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 . 假设 存在 
一 个 g, 使 得 ge N;(p) zB'， 如 图 10.2 所 示 . 这 个 g 具有 两 种 属性 : d(p,g) < 
(因为 g 在 w 的 邻 域 中 )， 并 且 g 是 忆 的 极限 点 (因为 gq € B'). 选取 一 个 
之 + 一 d(p,g)， 使 得 Ni(g) C No)， 因为 4 是 瑟 的 极限 点 ， 所 以 Ni(g) 中 一 
定 至 少 包含 的 一 个 点 ， 那 么 N,(p) 中 也 至 少 包 含 互 的 一 个 点 ， 这 与 我 们 上 一 
段 的 结论 相 矛 盾 . 


推论 10.8 (等 于 闭 包 < 闭 集 ). 

对 于 度量 空间 X 的 任意 子 集 慷 , 轧 一 万 当 且 仅 当 妃 是 闭 集 . 
证 明 . 如 果 已 = 互 ， 那 么 因为 (根据 上 一 个 定理 ) 互 是 闭 集 ， 所 以 五 也 是 闭 集 . 
如 果 马 是 闭 集 ， 那 么 由 闭 集 的 定义 可 知 ，EB' C EE, 所 以 B= BUE’=E. 
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图 10.2 集合 互 的 极限 点 由 虚线 B' 表示 . 如 果 Ni(p) 咯 BB' 包含 一 个 点 gq， 那么 Ni(p) 一 定 
至 少 包含 忆 的 一 个 点 


推论 10.9 ( 闭 包 是 每 个 闭 超 集 的 子 集 ). 

设 妃 是 度量 空间 X 的 任意 一 个 子 集 ,已 CX 是 任意 一 个 闭 集 . 如 果 户 CF， 
那么 百 CF. 

这 个 推论 表明 ,集合 的 闭 包 是 包含 B 的 最 小 闭 集 ( 因为 B 的 每 个 闭 超 集 
都 包含 闭 包 互 )， 这 个 结论 应 该 比较 直观 ， 因 为 如 果 想 构造 一 个 包含 马 的 闭 集 ， 


证 明 . 如 果 妃 C ,那么 的 极限 点 集 一 定 至 少 包 含 马 的 极限 点 集 , 即 CF 
如 果 五 还 是 闭 集 ， 那么 CF， 所 以 CF, 因此 PD (BUE)=E. 


下 一 个 定理 将 极限 点 与 RR 中 的 上 确 界 联 系 起 来 , 为 我 们 提供 了 有 序 集 理论 和 
度量 空间 理论 ( 至 少 在 实数 集 上 ) 之 间 的 一 座 桥 梁 ， 记 住 ， 大 多 数 度量 空间 都 不 
是 有 序 域 (例如 ，R? ) 
定理 10.10 ( 闭 包 中 的 实数 上 确 界 和 下 确 界 ). 

对 于 了 有 中 任意 一 个 有 上 界 的 非 空 子 集 媚 , 有 sup 加 EeE 五 如 果 轧 有 下 界 ， 那 
么 inf 互 E 五 . 


证 明 . 假设 媚 有 上 界 ， 并 且 令 y = sup B. 如 果 ye 互 ， 那 么 显然 ye 五 ， 因 此 
我 们 只 需要 考虑 y 和 五 的 情况 . 由 上 确 界 的 定义 可 知 ， 王 的 每 个 元 素 都 < y， 并 
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且 小 于 y 的 任何 数 都 不 是 BB 的 上 界 . 因此 ， 对 于 任意 h > 0,， 存在 z € 马 , 使 得 
y 一 h <zx<y (否则 y 一 h 就 是 忆 的 上 界 ) 换 句 话说，z e Nn(y) 由 BB 因为 
是 任意 ， 所 以 y 是 已 的 极限 点 .因此 y € 五 . 

对 下 确 界 的 证 明基 本 上 是 一 样 的 ， 试 着 通过 填充 下 框 中 的 空白 来 复述 上 面 的 


论证 . 


证 明定 理 10.10 中 关于 下 确 界 的 结论 

假设 ,并 令 y = infB. 如 果 ye 五 ,那么 ye _ .如 果 
有 五, 那么 B 中 的 每 个 元 素 都 ”vy, 而 且 任意 一 个 大 于 y 的 数 都 不 是 
的 . 因此， 对 于 任意 h > 0,， 存在 ze 五 使 得 y < z< 
(否则 ， 就 是 的 下 界 )， 换 名 话说 ，z € Ni,(y) 由 .因为 
h 是 任意 , 所 以 y 是 吾 的 ” .因此 < 五 


推论 10.11 (具有 实数 界 的 闭 集 包含 其 上 确 界 和 下 确 界 ). 

对 于 下 中 任意 一 个 有 上 界 的 非 空 子 集 媚 ， 如 果 马 是 闭 集 ， 那么 sup EE. 
如 果 媚 是 有 下 界 的 闭 集 ， 那 么 inf BE€ F. 

注意 ， 这 个 推论 的 逆 命 题 (sup Be BB 一 > 已 是 闭 集 ) 不 一 定 为 真 . 例如 ,， 民 
中 的 集合 = [-3,0)U(0,3] 包含 其 下 确 界 和 上 确 界 (分别 为 -3 和 3), 但 三 不 


证 明 . 根据 上 一 个 定理 , 我 们 知道 sup Be( 当 轧 有 上 界 时 ) 和 infe 世 ( 当 
已 有 下 界 时 ).， 由 推论 10.8 可 知 ， 如 果 互 是 闭 集 ， 那 么 妃 = 互 ， 所 以 的 确 有 
supBeEB( 当 马 有 上 界 时 ) 和 infEbeB( 当 有 下 界 时 ). 


现在 是 时 候 告诉 你 这 样 一 个 事实 : 集合 的 大 多 数 拓 扑 特 征 完全 取决 于 该 集合 
所 在 的 度量 空间 .例如 ， 在 例 9.26 中 ， 开 区 间 (-3,3) 是 RR 中 的 开 集 ， 但 在 RR? 
中 它 就 不 是 开 集 了 ， 因 为 R? 中 的 邻 域 是 一 个 圆 盘 ， 并 且 任 何 圆 盘 都 包含 具有 二 
维 坐 标的 点 ， 而 这 些 点 不 属于 一 维 开 区 间 (一 3,3). 为 了 解决 这 种 可 能 的 歧义 ,我 
们 首先 要 正式 定义 相对 开 集 . 
定义 10.12 (相对 开 集 ). 

设 马 是 一 个 集合 。 如 果 对 于 任意 DE 马 ， 存在 7 > 0， 使 得 


qEY Hd(p,g) <7—>gqe€erkE. 
那么 集合 马 相对 于 Y 是 开 集 . 
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这 与 定义 9.21 基本 相同 . 唯一 的 区 别 是 , 对 于 每 个 pe 五 , 不 要 求 存 在 > > 0 
使 得 N.(p) C 巨 ， 而 是 要 求 存 在 + > 0 使 得 N,(p)NnY C 五. 


例 10.13 (相对 开 集 ). 

在 前 面 的 例子 中 ， 我 们 看 到 B= (-3,3) 相对 于 Y = 及 是 开 集 ， 但 相对 于 
Y = R? 不 是 开 集 . 

当然 ， 对 于 度量 空间 X 的 任意 一 个 子 集 妃 ,，“EB 相对 于 X 是 开 集 ”与 “ 媚 
是 开 集 ”是 一 样 的 ， 因 为 X 是 整个 度量 空间 . 
定理 10.14 (相对 开 集 ). 

对 于 任意 度量 空间 YY C 对，Y 的 子 集 马 相对 于 Y 是 开 集 ， 当 上 且 仅 当 存 在 
X 的 某 个 开 子 集 G, 使 得 B= 二 Y 几 NG. 

换 句 话说 ,Y 的 每 一 个 相对 开 子 集 已 都 可 以 表示 为 X 的 开 子 集 G 的 部 分 . 


证 明 . 我 们 从 简单 的 方向 开始 ， 即 如 果 存 在 某 个 相对 于 X 是 开 集 的 集合 G,， 使 得 
五 =YnmnG, 那么 已 相对 于 了 也 是 开 集 . 我 们 知道 对 于 每 一 个 ps G，G 中 都 包 
含 p 的 某 个 邻 域 . 因为 忆 C G, 所 以 对 于 每 个 pe 互 也 有 相同 的 结论 . 我 们 称 这 
个 邻 域 为 V,( 写 N,(p) 可 能 会 引起 混淆 ， 我 们 要 清楚 这 是 X 中 的 邻 域 ， 而 不 是 
Y 中 的 邻 域 ) 让 YY 与 两 端 同 时 作 交 集 就 可 以 得 到 (人 PRY) C (GmnY) = 五 . 
此 ， 对 于 每 一 个 pe ,EB 都 包含 一 个 Y 中 的 邻 域 ， 所 以 互相 对 于 了 是 开 集 . 

为 了 证 明 另 一 个 方向 ， 我 们 希望 证 明 如 果 媚 相对 于 Y 是 开 集 ， 那 么 我 们 可 
以 构造 一 个 相对 于 X 是 开 集 的 G， 而 这 个 G 必须 由 瑟 加 上 X 中 的 某 些 其 他 点 
构成 . 基本 思路 是 , 我 们 知道 每 一 个 PE 瑟 都 有 一 个 Y 中 的 邻 域 , 并 且 该 邻 域 完 
全 包含 在 马 中 . 为 了 构造 一 个 相对 于 X 的 开 集 , 我 们 需要 “扩展 ”这 些 邻 域 , 使 
其 包含 f{zEeX |dpz) <7} 中 的 所 有 点 ， 而 不 仅仅 是 {y EY | d(p,y) <7} 中 
的 点 (参见 图 10.3 )， 我 们 如 何 确保 这 些 扩 展 邻 域 中 的 点 都 属于 G? 很 简单 ， 我 
们 直接 把 它们 包含 在 G 中 . 由 定理 9.23 可 知 ， 所 有 的 邻 域 都 是 开 集 ， 所 以 G 是 
X 中 开 集 的 并 ， 那 么 根据 定理 10.3，G 在 X 中 也 是 开 集 . 

接 下 来 给 出 这 个 方向 的 严格 证 明 . 如 果 互相 对 于 了 是 开 集 ， 那 么 对 于 每 一 
个 pe 马 ， 都 存在 一 个 r。> 0， 使 得 所 有 满足 d(p,q) < rj 的 geEY 均 包 含 在 世 
中 . 令 VV 为 所 有 满足 d(p,q) < 7 的 点 qe 六 的 集合 (那么 VV 就 是 “扩展 ”到 
X 的 邻 域 ), 令 G = Usesp Vp， 每 个 V 都 是 X 中 的 一 个 邻 域 ， 所 以 每 个 Vi, 相 
对 于 X 是 开 集 ， 那 么 G 是 开 集 的 并 ， 因 此 G 也 相对 于 X 是 开 集 . 

为 了 证 明 EB = YN G， 我 们 将 使 用 第 3 章 的 方法 ， 即 证 明 己 CYnG 且 
已 DYmG: 对 于 友 的 每 一 个 元 素 p, p EB 一 peEY 有 peV, 一 peG, 
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图 10.3 集合 马 是 2- 维 度量 空间 Y 中 的 五 边 形 . 由 于 已 的 每 个 点 都 有 一 个 完全 包含 在 忆 
中 的 邻 域 ， 因 此 我 们 想 把 这 些 邻 域 扩展 为 3- 维 度量 空间 X 中 的 球体 


所 以 pe YNG. 因此 BC YNG. 同样 地 ， 对 于 每 一 个 PE 五 , 由 VW 的 构 
造 不 难看 出 ，V, NY 恰好 是 p 在 Y 中 的 邻 域 ， 并 且 它 完全 包含 在 刀 中 ， 因 此 
EDUes(Y NV)=YN(UY,es WY), UYNGCE. 


需要 指出 的 是 ， 与 开 集 一 样 ， 闭 集 也 是 一 种 相对 属性 . 相对 于 Y 的 闭 集 忆 
可 能 相对 于 X 不 是 闭 集 ( 比如 ,， 马 在 关中 有 极限 点 ,但 在 Y 中 没有 》 


定义 10.15 (相对 闭 集 ). 
如 果 对 于 每 一 个 满足 下 列 条 件 的 peY: 


NDNEz{G} HE #{p}, 
均 有 DeE 互 ,那么 一 相对 于 YY 是 闭 集 . 


例 10.16 (相对 闭 集 ). 

如 果 关 = 民 且 Y= [0,2), 那么 五 = [1,2) 在 了 中 是 闭 集 ， 但 在 X 中 不 是 
闭 集 . (2 显然 是 互 的 极限 点 ， 但 是 由 于 2 4 YY， 所 以 当 考 虑 EB 相对 于 Y 的 情 
况 时 ， 不 需要 检验 2 € EE. ) 


在 对 开 集 和 闭 集 有 了 深入 了 解 后 ， 我 们 就 可 以 开始 学 习 拓 扑 学 的 核心 内 容 : 
紧 集 . (你 是 否 觉得 我 们 已 经 有 一 段 时 间 没 给 出 新 定义 了 ? 哈 ! ) 
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哦 ， 紧 集 ， 对 新 手 来 说 ， 这 部 分 内 容 可 能 会 非常 混乱 ， 但 它们 是 实 分 析 不 可 
或 缺 的 组 成 部 分 . 〈 明 白 了 吗 ? 不 可 或 缺 的 部 分 ?! ) 当 讨 论 连续 函数 的 相关 性 质 
时 ， 它 们 会 多 次 出 现 . 

我 们 将 从 本 章 “ 紧 集 鉴赏 ”开始 .在 这 一 半 中 ， 我 们 会 学 习 紧 集 的 定义 ， 并 
了 解 紧 集 的 出 色 性 质 ， 在 下 一 章 中 , 我 们 将 学 习 及 中 哪些 类 型 的 集合 是 紧 的 ( 以 
及 这 部 分 内 容 为 什么 如 此 重要 ). 


定义 11.1 ( 开 覆 盖 ). 

设 马 是 度量 空间 义 的 任意 一 个 子 集 .XX 中 一 的 开 覆 盖 是 一 族 集合 {Ga。}， 
其 中 每 个 集合 都 是 相对 于 X 的 开 集 ， 并 且 巨 包含 在 这 些 集合 的 并 中 . 

用 符号 来 表示 ， 即 : 如 果 


Ya，G。 相对 于 X 是 开 集 , 并 且 EC jG。， 
那么 {Ga} 是 马 的 一 个 开 履 盖 . 
刀 的 开 履 盖 {Gs} 的 有 限 子 覆盖 是 由 {G。} 中 有 限 多 个 集合 组 成 的 一 族 集 
合 ， 并 且 巨 仍 包含 在 这 有 限 多 个 集合 的 并 中 . 
用 符号 来 表示 ， 即 : 如 果 


人 = 二 
那么 {TG。,G。，… ,Ga } 就 是 {Gs} 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 


在 有 限 子 覆 盖 的 定义 中 ， 存 在 有 限 多 个 索引 ai az …… , qn. 每 个 G。 都 是 
集 族 {G。} 中 的 一 个 元 素 . (为 了 彻底 形式 化 ， 我 们 把 开 覆 盖 记 作 {G。 | a € A}， 
所 以 有 限 子 覆盖 中 集合 的 索引 应 该 是 al a2,:… ,an E .4. ) 


例 11.2 ( 开 覆 盖 ). 


集合 


{(z— 2,z+2)|ze2Z} 
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是 区 间 [3, 3] 的 一 个 开 覆 盖 , 因为 每 个 开 区 间 (z 一 2, z 十 2)( 长度 为 4 ) 都 是 开 集 . 
集合 {( 一 4,0), (一 1, 3), (2, 6)} 是 一 个 有 限 子 覆盖 , {(-5, 一 1), (一 3, 1), (一 2, 2), (1, 5)} 
和 其 他 许多 集合 也 都 是 有 限 子 覆 盖 .， 正 如 你 所 看 到 的 ， 一 个 开 覆 盖 可 以 有 多 个 可 
能 的 有 限 子 履 盖 . 

设 忆 是 任意 一 个 度量 空间 的 子 集 ， 为 每 个 pe 互 选择 一 个 半径 rm 《半径 可 
以 是 不 同 的 )， 那 么 集 族 {Ni,(p) | p Ee B} 是 的 一 个 开 覆 盖 ， 为 什么 ? 显然 ， 
五 的 每 个 点 都 包含 在 该 集合 中 ， 并 且 由 定理 10.3 可 知 ， 邻 域 的 并 是 开 集 . ( 定 
理 10.14 的 证 明 使 用 了 类 似 的 集 族 . ) 

假设 妃 中 包含 有 限 个 点 .那么 开 履 盖 {NN,, (p) | pe B} 中 集合 的 个 数 是 有 
限 的 , 所 以 它 也 是 〈 自身 的 ) 有 限 子 覆盖 . 注意 , 虽然 每 个 邻 域 都 可 以 包含 无 穷 
多 个 点 ， 但 有 限 子 覆盖 要 求 集合 的 个 数 有 限 ， 而 不 是 点 的 个 数 有 限 . ) 

假设 中 包含 无 穷 多 个 点 ， 但 我 们 被 告知 {N,, (p) | pe BE} 包含 一 个 有 限 
子 履 盖 .， 那 么 我 们 知道 妃 中 一 定 存 在 有 限 多 个 点 p1,p2,… ,pn 使 得 


Ec |)N,, (p). 


#1 
定义 11.3 ( 紧 集 ). 
设 KK 是 度量 空间 X 的 一 个 子 集 ， 如 果 KK 的 每 个 开 窗 盖 都 有 一 个 有 限 子 窗 
盖 ， 那 么 K 就 是 一 个 紧 集 . 
用 符号 来 表示 ， 即 : 如 果 


VK 的 开 履 盖 {Go}，3{faai az，… ,an} 使 得 Kc | Go 


i=1 
那么 KK 是 一 个 紧 集 . 


紧 集 比 开 集 和 闭 集 复杂 得 多 . 为 了 证 明 集 合 是 紧 的， 我 们 必须 证 明 每 一 个 可 
能 的 开 覆 盖 都 存在 一 个 有 限 子 履 盖 ， 这 需要 一 些 重要 的 证 明 技 巧 . 证 明 集合 不 是 
紧 集 会 稍微 容易 一 些 ， 因 为 我 们 只 需要 找到 一 个 不 存在 有 限 子 履 盖 的 无 限 开 覆 盖 
即 可 (但 这 仍 有 一 定 的 难度 ) 
例 11.4 ( 紧 集 ). 

空 集 是 紧 集 ， 因 为 对 于 任意 一 个 开 覆 盖 {G。}， 我 们 可 以 任 取 一 个 集合 G6 ， 
它 必然 满足 gC G。,. 

考虑 只 包含 一 个 点 的 集合 玉 = {p}. K 显然 是 紧 的 ， 因 为 每 个 开 覆 盖 {G。} 
都 至 少 有 一 个 包含 点 p 的 集合 ， 任 取 一 个 包含 点 p 的 集合 ， 那 么 这 个 集合 就 构成 
了 一 个 有 限 子 覆盖 . 
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实际 上 , 任何 包含 有 限 多 个 点 p1, po，… ,pn 的 集合 KK 都 是 紧 集 . 为 什么 ? 对 
于 任意 开 覆 盖 {Gs。}， 从 中 选取 一 个 包含 pi 的 集合 Ce es {Ga}， 按照 同样 的 方 
法 继续 下 去 : 对 于 每 一 个 p; & 天 ， 如 果 目 前 选取 的 集合 都 不 包含 p;， 那 就 取 一 
个 包含 p; 的 Gu e {Gs。}， 经 过 最 多 n 步 之 后 ， 我 们 得 到 了 一 族 有 限 多 个 开 集 
{Gu Gu ,Ga,}， 并 且 K 包含 在 它们 的 并 集中 . 


下 一 个 定理 是 非 紧 集 的 一 个 很 好 的 基本 例子 . 


定理 11.5 ( 开 区 间 不 是 紧 集 ). 
对 于 任意 a,bE 及 ， 其 中 a <b， 开 区 间 (a,b) (或 (a,0) 丫 Q) 不 是 紧 


集 . 
证 明 . 为 了 证 明 (a,5) 不 是 紧 集 , 只 需 找到 一 个 不 存在 有 限 开 子 覆盖 的 开 覆 盖 . 我 


们 利用 开 覆 盖 a 
{6} ={(o | 7 b :) ne 


(如 果 出 现 了 无 效 区 间 ， 比 如 (1,0)， 我 们 就 忽略 这 个 元 素 . ) 

图 11.1 给 出 了 关键 思路 .不 难看 出 {G,} 是 一 个 覆盖 ， 因 为 对 于 任意 元 素 
2 E (a,b)， 我 们 可 以 利用 阿 基 米 德 性 质 找 到 一 个 足够 大 的 W， 使 得 x e (十 二 ， 
0 一 吉 ).， 但 是 {G,} 没有 有 限 子 覆盖 ， 因 为 对 于 给 定 的 开 区 间 (十 志 ,0 一 志 )， 我 
们 可 以 利用 稠密 性 找到 该 区 间 之 外 的 元 素 ye (a, 5). 


11.1 对 于 任意 z e (ao 日 ， 我 们 可 以 找到 一 个 N 使 得 ze (ae 十 支 ,5 一 二)， 但 对 于 给 定 
的 (a 十 吉 ,b 一 去 )， 我 们 可 以 找到 该 区 间 之 外 的 元 素 ye (o, 日 


严格 地 说 ， 为 什么 LU Gn 能 覆盖 (a,5)? 对 于 满足 a < x <5 的 任意 元 
素 z， 由 阿 基 米 德 性 质 可 知 ， 存 在 一 个 N e N， 使 得 


N> mex {sl 
TT—a 0 一 2 
因此 


Nri—Na>1H Nb Nr>1 一 Na+l<Nzr<Nb-—1 


一 > ZE(a 十 韦 , 一 方 ). 
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所 以 对 于 (a,25) 的 每 一 个 元 素 , 均 存在 某 个 N e N 使 得 该 元 素 包 含 在 Gn 中 . 于 
是 (oo C Ua Gn 
严格 地 说 ， 为 什么 {G} 没有 有 限 子 覆 盖 ? 对 于 任意 m > n， 我 们 有 


Q 
人 
SQ 
和 人 
~ 
和 人 
~ 


但 是 (a,5) YY Gn，, 例如 , a 十 志 E(a,b), 但 wa+ 志 和 (ao 十 方 沁 一 广 ). 


你 可 能 会 问 :“ 既 然 集合 相对 于 某 些 度量 空间 是 开 集 或 闭 集 , 但 相对 于 其 他 度 
量 空间 则 不 是 ， 那么 紧 集 呢 ?” 事 实 上 ,在 紧 集 的 定义 中 , 我 们 完全 回避 了 这 个 问 
题 ， 我 们 甚至 没有 具体 说 明 是 在 X 中 还 是 在 其 他 度量 空间 中 考察 K 的 开 覆 盖 ， 

正如 下 一 个 定理 所 说 ， 这 真 的 不 重要 ! 如 果 集合 K 在 某 个 度量 空间 中 是 紧 
集 ， 那 么 它 在 每 个 度量 空间 中 都 是 紧 集 〈 当然 ， 只 要 这 个 度量 空间 包含 天 ) 

由 于 度量 空间 X 的 紧 子 集 KK 也 是 度量 空间 ， 并 且 在 任何 地 方 都 是 紧 的 ， 所 
以 我 们 通常 将 KK 称 为 紧 度量 空间 .当然 ,“ 闭 度量 空间 ”或 “ 开 度 量 空间 ”的 说 
法 没有 太 大 意义 .任何 度量 空间 X 都 是 其 自身 的 闭 子 集 ( 因为 它 包 含 X 中 的 所 
有 极限 点 )， 也 是 其 自身 的 开 子 集 〈 因 为 所 有 邻 域 都 只 包含 X 中 的 点 ) 


定理 11.6 (相对 紧 致 ). 
对 于 任意 度量 空间 YC 和 ,YY 的 子 集 KK 相对 于 XXX 是 紧 集 当 且 仅 当 天 相对 
于 YY 是 紧 集 . 


这 里 的 “K 相对 于 YY 是 紧 集 ” 是 指 对 于 任意 开 覆 盖 {Vs} (其 中 每 个 VV CY 
且 每 个 V, 相对 于 Y 是 开 集 )，{V。} 存在 有 限 子 覆盖 . 


证 明 . 我 们 先 假设 KK 相对 于 X 是 紧 集 ， 基本 思路 是 ， 对 于 Y 中 的 任何 开 覆 
盖 ， 我 们 可 以 将 其 扩展 成 和 中 K 的 开 覆 盖 ， 并 取 X 中 的 一 个 有 限 子 覆 盖 ， 然 
后 让 其 与 了 求 交 ， 从 而 得 到 Y 中 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 

我 们 想 证 明 ， 对 于 Y 中 的 任意 一 个 开 覆 盖 {Vs。}， 均 存在 Y 中 的 有 限 子 覆 
盖 {Vo Vs，… ,Va,}， 如 何 把 相对 于 一 个 度量 空间 的 开 集 与 相对 于 另 一 个 度量 
空间 的 开 集 联系 起 来 ? 利用 定理 10.14! 于 是 ， 对 于 每 一 个 可 能 的 亿 ， 存 在 一 个 
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相对 于 X 的 开 集 G。C 和 X， 使 得 从 二 YN Gs。， 所 以 


Kea es (uc 


我 们 已 经 知道 K 是 Y 的 一 个 子 集 ， 所 以 上 式 表 明 {G。} 是 天 的 一 个 开 覆 
盖 . 因为 KK 相对 于 X 是 紧 集 , 所 以 存在 一 个 有 限 子 覆 盖 {G6, Go ,Gu CC 
{Ga}. 由 于 每 一 个 Gu 都 是 {Gs。} 中 的 元 素 , 所 以 对 于 介 于 1 和 之 间 的 每 个 i， 
均 有 VW, = 二 YNG。,， 其 中 WV, € {V4}. 于 是 


KcYHKCI)G. 


t= 


这 表明 {Vs} 存在 一 个 K 的 有 限 子 覆盖 ， 因 此 K 相对 于 了 是 紧 集 . 
男 一 个 方向 则 使 用 了 相同 的 反 向 论证 . 试 着 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


证 明定 理 11.6 的 第 二 个 方向 

假设 KK 相对 于 YY 是 紧 集 , 令 {G4} 为 中 的 一 个 开 覆 盖 . 设 V = 
YN , 那么 由 定理 10.14 可 知 , V 是 开 集 . 因为 K Cc 
,Ga 且 KcY, 所 以 有 KC 二, Vs， 因此 YY 中 存在 一 个 到 
的 有 限 子 覆盖 {Vs,}. 于 是 

Vl 一 Nn 

二 二 

所 以 {G6,} 是 在 中 的 有 限 子 覆盖 . 


接 下 来 的 几 个 定理 将 紧 集 与 闭 集 联系 了 起 来 ， 从 而 帮助 我 们 更 好 地 刻画 哪些 


理 11.7 ( 紧 子 集 是 闭 集 ). 
对 于 度量 空间 X 的 任意 紧 子 集 及，K 是 XX 中 的 闭 集 . 
因为 X 中 的 紧 集 K 在 任何 度量 空间 中 都 是 紧 的 ， 所 以 这 个 定理 意味 着 任何 
紧 集 在 每 个 可 能 的 度量 空间 (天 为 其 子 集 的 度量 空间 ) 中 都 是 闭 集 . 
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注意 ,如 果 考 虑 该 定理 的 逆 否 命题 , 则 可 以 得 出 “如 果 KK 相对 于 某 个 度量 空 
间 X 不 是 财 集 , 那么 在 任何 度量 空间 中 都 不 是 紧 集 . ”利用 这 个 结论 , 我 们 可 
以 更 容易 地 证 明定 理 11.5: (a,b) 在 及 中 不 是 闭 集 (因为 a 和 "是 极限 点 )， 所 
以 (ab) 不 是 紧 集 . 


证 明 . 证 明 Ks 是 X 的 开 子 集会 更 简单 (之 后 再 利用 定理 10.1 ) 我 们 想 证 明 对 
于 KC 中 的 任意 一 点 p， 存 在 一 个 包含 在 K“ 中 的 邻 域 . 为 此 ， 我 们 可 以 把 天 
覆盖 在 其 点 的 邻 域 中 ( 要 确保 这 些 邻 域 不 包含 点 p )， 然 后 取 一 个 KK 的 有 限 子 履 
盖 . 现在 构造 p 的 一 个 邻 域 , 使 其 半径 小 于 p 到 子 履 盖 中 最 近 开 集 的 距离 ， 那 么 
该 邻 域 就 包含 在 K5 中 . 

为 了 明确 这 一 点 , 任 取 一 个 满足 p YK 的 点 pe XX (那么 pe 天 cc) 我 们 想 
证 明 存在 > > 0 使 得 N,(p) C KC. 

在 例 11.2 中 ， 我 们 看 到 由 K 中 所 有 点 的 (任意 半径 的 ) 邻 域 构成 的 集 族 是 
天 的 一 个 开 覆 盖 . 对 于 任意 ve K, 令 


W = Niatp,a) (9) ? 


因此 {Ws | 9 €E K} 是 的 一 个 开 覆 盖 (参见 图 11.2 )， 因 为 开 是 紧 集 ， 所 以 
这 个 开 覆 盖 一 定 存在 有 限 子 覆盖 ， 因 此 一 定 存在 有 限 多 个 点 q1,q2,… ,9n， 使 得 
we Ws 

因为 {gq1, 92,… ,qn} 是 有 限 集 ， 所 以 我 们 可 以 选取 最 接近 p 的 元 素 . 令 


d= min{d(p, q1), d(p, q2),*** , d(p, qn)}, 


并 令 V = Nialp). 
那么 ， 对 于 介 于 1 到 nn 之 间 的 任何 i， 有 


3 

3d(p, qi) ly §min{d(p, q1), dl(p, d2)， ee , d(p, qn)} 
< 3d(p, qi) 可 3d(p, qi) 

d 


所 以 了 和 Wi, 不 相交 . 
因此 VN (Uj Wa) = 名， 从 而 有 站 天 = 8 因为 V 与 没有 公共 点 ， 
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11.2 图 中 的 集合 K 被 三 个 点 的 邻 域 所 覆盖 ,并 且 每 个 邻 域 的 半径 为 3d(p, qi). 4 是 p 和 
所 有 4 距离 的 最 小 值 ，p 的 半径 为 4d 的 邻 域 V 不 与 任何 g; 的 邻 域 相交 ， 所 以 V 完全 包含 
在 天 中 


注意 , 这 个 证 明 依赖 于 一 个 事实 , 即 存在 一 个 K 的 有 限 子 覆盖 .如 果 不 存在 
K 的 有 限 子 覆盖 ， 那 么 我 们 就 取 不 到 p 与 g; 的 最 小 距离 ( 因为 无 限 集 不 一 定 有 
最 小 值 

另外 还 要 注意 , 这 里 的 开 覆 盖 和 有 限 子 覆盖 与 p 有 关 . 当知 道 集合 是 紧 集 时 ， 
我 们 才 可 以 这 样 操作 .由 于 每 个 开 覆 盖 都 存在 一 个 有 限 子 覆盖 ， 所 以 我 们 可 以 根 


定理 11.8 ( 紧 集 的 闭 子 集 仍 是 紧 集 ). 
对 于 任意 度量 空间 KK C 和， 如 果 KK 是 紧 集 ， 并 且 KK 的 子 集 玉 相对 于 XX 
是 闭 集 ， 那 么 玉 也 是 紧 集 . 


证 明 . 证 明 其 实 很 简单 ,关键 是 F 在 玉 中 的 补 集 是 开 集 ， 所 以 这 个 补 集 与 下 的 
一 个 开 覆 盖 共 同 构 成 了 的 开 覆 盖 ， 然后 取 K 的 一 个 有 限 子 覆盖 ,再 从 中 去 掉 
FO 即 可 . 

设 {V6} 是 下 的 一 个 (相对 于 到 的 ) 开 覆盖 由 于 = 了 UF (这 里 下 5 
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表示 FF 在 中 的 补 集 ， 而 不 是 在 X 中 的 补 集 ) 且 FC U,Vs。， 所 以 有 


KE UU 六 Wp 
每 个 V 都 是 (相对 于 到 的 ) 开 集 , 并 且 fF 也 是 开 集 , 所 以 {W JUFC 是 KK 的 
个 开 覆 盖 . 由 于 K 是 紧 集 ， 所 以 存在 个 有 限 子 覆 盖 { Vo, Vess I ss Pe 
(其 中 FC 不 一 定 是 这 个 有 限 子 覆盖 的 元 素 ) 
于 是 有 


FCKcCc 0 UF®, 


4 一 二 


因为 FNFC = 台所 以 这 意味 着 {Vo, Vs,… ,Voa} 是 下 的 一 个 有 限 子 覆 盖 . 


推论 11.9 ( 闭 集 与 紧 集 的 交 ). 
对 于 任意 度量 空间 KK C 筷 ， 如 果 开 是 紧 集 ， 并 且 的 子 集 玉 相对 于 六 
是 闭 集 ， 那 么 FN K 也 是 紧 集 . 


这 个 推论 告诉 我 们 ， 如 果 把 紧 集 K 租 入 到 任何 一 个 度量 空间 中 ， 那么 与 
该 度量 空间 中 任何 闭 集 的 交集 都 是 紧 集 . 


证 明 . 由 定理 11.7 可 知 , K 在 X 中 是 闭 集 . 因为 闭 集 的 交 仍 是 闭 集 , 所 以 FNK 
是 闭 集 ， 注意 ，F NK C K， 于 是 根据 定理 11.8，FNK 是 紧 集 . 


重要 的 是 要 理解 紧 性 是 一 个 普遍 的 性 质 ， 而 闭 集 依赖 于 内 入 的 度量 空间 .这 
些 区 别 可 能 在 最 后 几 个 定理 中 已 经 变 得 模糊 了 ， 所 以 这 里 有 一 个 小 测试 : 下 面 这 
段 话 有 什么 问题 ? (我 们 稍 后 会 了 解 到 ， 任 何 闭 区 间 [a, 0] 都 是 紧 集 .现在 就 暂且 
把 这 个 事实 当 作 已 知 的 . ) 

设 X 是 由 开 区 间 (-3,3) 给 出 的 度量 空间 , 令 焉 =X, 那么 下 在 X 中 是 闭 
集 ( 因 为 pe 六 一 > pe 瑟 ， 所 以 了 包含 其 所 有 极限 点 ) 设 天 = [5,5]， 那 么 
K 是 紧 集 于 是 根据 推论 11.9, FNK = (一 3,3) 是 紧 集 , 这 与 定理 11.5 相 了 矛盾 ! 

你 找到 错误 了 吗 ? 这 是 对 推论 11.9 的 公然 滥用 . 在 这 个 例子 中 , 我 们 有 下 C 
XCRR 且 CR. 在 XX 中 是 闭 集 ,， 但 在 民 中 不 是 .由 推论 11.9 可 知 ， 对 于 
X 中 的 任意 一 个 紧 集 KK ，FNK 是 一 个 紧 集 . 但 是 玉 = [5,5] 不 是 X 的 子 集 ， 
所 以 我 们 无 法 利用 这 个 推论 .( 不过， 对 于 K = [2, 2]， 我 们 可 以 利用 推论 11.9 
得 出 FN K = [-2;2] 是 紧 集 . ) 
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定理 11.10 ( 紧 集 是 有 界 的 ). 
对 于 度量 空间 X 的 任意 紧 子 集 及，K 在 X 中 有 界 . 


证 明 . 要 想 证 明 “K 是 紧 集 一 >K 有 界 ”, 我 们 可 以 证 明 其 逆 否 命题 ( 即 证 明 “K 
无 界 一 >K 不 是 紧 集 ”) 有 界 的 定义 是 


q Ee X,3M e 民 使 得 d(p,9q) < M,vp€E KK,， 


Vg € XX, VM & 民 ,3p €E K 使 得 wp,a) > M. 


如 果 K 是 紧 集 , 那么 开 覆 盖 {和 Ni(p) | p EK} ( 即 玉 中 每 个 点 的 半径 为 1 的 
邻 域 族 ) 就 存在 一 个 有 限 子 覆 盖 {和 Ni(pi1), Ni(p2),… ,和 Ni(pn)}， 我 们 取 离 pl 最 
远 的 距离 ， 记 作 
r= max{d(p1,pi) | 1 <i<n}. 


那么 N41(p1) 包含 整个 有 限 子 覆盖 {Ni(p1), Ni(p2),… ,和 Ni(pn)}， 因 为 对 于 1 
和 nn 之 间 的 任意 i，d(pi,pi) 十 1 二 7 十 1， 所 以 Ni(pi;) C Ny1(p1). 由 于 天 是 
无 界 的 , 所 以 当 g=pi 且 M =7 十 1 时 ,存在 某 个 pe K 使 得 d(p,p1) >7 十 1， 
所 以 p 4 N41(p1)， 因 此 K 中 至 少 有 一 个 元 素 没 有 包含 在 有 限 子 覆盖 的 超 集中 ， 
那么 该 元 素 也 不 在 有 限 子 覆 盖 中 ， 所 以 KK 不 是 紧 集 . 


定理 11.11 ( 紧 集 的 交集 ). 
设 {Ka} 是 度量 空间 X 中 的 一 族 非 空 紧 集 ， 如果 {Ka} 中 任意 有 限 多 个 集 
合 的 交集 都 是 非 空 的 ， 那 么 门 , KK。 也 是 非 空 的 . 


这 难道 不 是 一 个 平凡 的 性 质 吗 ? 在 {Ks} 中 ， 如 果 集 合 的 每 个 可 能 组 合 的 交 
集 都 是 非 空 的 ， 那 么 所 有 集合 的 交集 怎么 可 能 是 空 的 呢 ? 

这 种 情况 的 发 生 是 因为 无 限 交 集 的 复杂 性 . 例如 , 设 4,, = (+, +), 取 由 无 
穷 多 个 4 构成 的 集 族 {4, | ne N}， 我 们 知道 Ms 4,, = {0}( 因为 对 于 任意 
一 个 非 0 点 p， 存 在 一 个 开 区 间 (1,1) 使 得 p< 一 + 或 p>1) 

现在 定义 B, = A \ {0} = (2,0)U (0,3). 那么 , 站 ,Bu = 2， 因 此 不 存 


在 同时 属于 所 有 B, 的 元 素 . 但 是 {B,} 中 任意 有 限 多 个 集合 确实 至 少 有 一 个 公 
共 元 素 ， 为什么? 对 于 任意 mm > n，B,, C B,， 所 以 
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定理 11.11 基本 上 说 的 是 , 集 族 {B,,} 上 发 生 的 事 不 可 能 出 现在 紧 集 上 . (在 
这 个 例子 中 ， 每 个 B。 都 不 是 及 中 的 闭 集 ， 所 以 也 不 是 紧 集 . ) 


证 明 . 我 们 利用 反 证 法 来 证 明 . 如 果 门 。 K。 为 空 ， 那 么 集合 Ki 可 以 被 有 限 个 集 
合 KS 覆盖 ， 但 有 限 个 K。 的 交集 是 空 集 . 


为 了 更 清楚 地 说 明 这 一 点 ， 我 们 将 使 用 集合 的 下 列 性 质 : 


4 [na 有 

为 了 证 明 蕴 涵 关 系 的 一 个 方向 , 令 ze 4, 那么 至 少 存在 一 个 a 使 得 zx & B。 
(否则 ，z 属于 每 一 个 B。， 那 么 4n ( 门 , B。) 将 包含 z， 而 不 是 空 集 ，)， 所 以 
至 少 有 一 个 a 使 得 ze B4. 因此 ，4 的 每 个 元 素 都 包含 在 某 个 BS 中 ， 所 以 
ACU,BS. 

为 了 证 明 另 一 个 方向 , 我 们 假设 : 如 果 x e 4, 那么 存在 某 个 a, 使 得 x € BS. 
因此 ， 对 于 4 的 每 个 元 素 z， 至 少 有 一 个 B。 不 包含 它 ， 因 此 不 存在 同时 属于 4 
和 每 个 B。 的 元 素 ， 所 以 ，AnNn ( 门 , Bs) = &%. 

现在 从 集 族 中 选取 一 个 紧 集 Ki. 假设 门 , Ks 是 空 集 , 那么 Kin (fi Ke 
= @， 根据 上 述 性 质 ， 这 意味 着 Ki C WU。 KS， 另外， 由 定理 11.7 可 知 ， 每 
个 Ks。 都 是 相对 于 X 的 闭 集 ， 所 以 每 个 KS 一 定 是 相对 于 X 的 开 集 . 因此 ， 
{KS | Q: 天 1} 是 Ki 的 开 覆 盖 . 

因为 Ki 是 紧 集 ,， 所 以 存在 一 个 Ki 的 有 限 子 覆盖 {KS ,KS,… ,KS }. 记 
住 ，Ki CU KS 意味 着 


mn (De) =o 


8 一 | 


因此 ， 有 限 多 个 K。 的 交集 是 空 集 ,这 与 定理 的 假设 相 矛 盾 . 所 以 门 , K。 不 可 能 
我 们 将 用 最 后 一 个 推论 和 最 后 一 个 定理 来 结束 对 紧 集 强大 能 力 的 〈 看 似 无 目 
境 的 ) 漫谈 ， 到 目前 为 止 所 有 内 容 都 是 基于 紧 集 自身 构建 的 ， 因 此 我 们 最 终 可 
以 得 出 一 些 结 果 ， 和 希望 你 会 发 现 这些 结 果 有 趣 且 有 用 . 
推论 11.12 ( 抱 套 的 基 集 )， 
设 {Kh} 是 一 族 非 空 紧 集 ， 并 且 对 于 任意 n EN,， 有 Ki, D Kn+l 那么 交集 
Mi Kn £8. 
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这 些 集合 被 称 为 是 “ 符 套 的 ”， 因 为 序列 中 的 每 个 集合 都 包含 该 序列 中 的 所 
有 后 续集 合 . 把 这 族 集合 想象 成 俄罗斯 套 娃 : 你 打开 Ki (Olga ) 时 ,发 现 里 面 有 
一 个 更 小 的 玩偶 K。( Galina )，K。 里 还 有 一 个 Ks (Anastasia )， 以 此 类 推 .， 这 
一 推论 保证 了 这 些 玩偶 (你 可 以 一 直 打 开 来 找到 一 个 更 小 的 玩偶 ) 里 面 始终 有 东 
西 .( 下 次 你 去 俄罗斯 的 纪念 品 商 店 时 ， 可 以 通过 谈论 “ 紧 性 ”来 炫 炮 你 的 数学 能 
力 .“ 你 知道 紧 集 ? 给 你 半价 !”) 


证 明 . 对 于 任意 m > n， 我们 有 天 C K,,， 所 以 


k 
[AR 
家 寺村 
因此 {K} 中 任意 有 限 多 个 集合 的 交 都 是 非 空 的 ,所 以 由 定理 11.11 可 知 门 ,-N KE 


0. 


定理 11.13 ( 紧 集中 的 极限 点 ). 
对 于 紧 集 K 中 的 任意 一 个 无 限 子 集 媚 ， 妃 在 KK 中 至 少 有 一 个 极限 点 . 


关键 的 先决 条 件 是 妃 包含 无 穷 多 个 点 .( 当然 , 如 果 是 有 限 的 ,那么 该 定 
理 就 不 可 能 成 立 ， 此 时 五 根本 没有 极限 点 ， 因 为 由 定理 9.11 可 知 ， 极 限 点 的 任 
何 一 个 邻 域 都 包含 已 中 无 穷 多 个 点 . ) 


证 明 . 假设 结果 不 成 立 ， 即 在 K 中 没有 极限 点 ， 那 么 对 于 每 个 ge K， 存 在 
某 个 7 > 0, 使 得 N, (gj) 中 刀 = {9} 或 = @， 集 族 {N,(g) | qe K} 是 KK 的 一 
个 开 覆 盖 ， 并 且 集 族 中 的 每 个 集合 最 多 包含 忆 的 一 个 点 . 

因为 K 是 紧 集 ， 所 以 这 个 开 覆 盖 存 在 一 个 有 限 子 覆 善 ， 即 


{Nr (gq1), Nr,, (gq2), 2 , Nr, (qn)}. 


但 这 个 有 限 子 覆盖 只 包含 忆 的 有 限 多 个 点 ,具体 地 说 , 它 包 含 {q1, gq2,… ,qn} 几 EB， 
但 是 互 有 无 穷 多 个 点 . 因此 ,五 不 包含 在 这 个 子 覆 盖 中 ， 那 么 KK 也 不 包含 在 这 
个 子 覆 盖 中 ， 这 是 一 个 矛盾 . 


你 会 注意 到 ， 除 了 前 面 的 几 个 例子 ， 我 们 还 没有 考虑 哪些 集合 是 紧 的 .现在 
我 们 知道 紧 集 能 做 什么 ， 但 不 知道 如 何 找 出 紧 集 . 

正如 之 前 所 承诺 的 ， 下 一 音 将 证 明 每 个 区 间 [a,0] 都 是 紧 集 我们 还 会 讨论 
海 涅 - 博 雷 尔 定理 ， 这 是 实 分 析 的 一 个 核心 结论 ， 它 会 告诉 我 们 如 何在 R* 中 找到 
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如 果 你 喜欢 惊喜 ， 那 就 跳 过 这 一 段 ; 否则 ， 剧 透 警告 ! 我 要 告诉 你 什么 是 海 
涅 - 博 雷 尔 定理 : R* 的 子 集 是 紧 集 当 且 仅 当 它 既 是 闭 集 又 是 有 界 集 ， 上 一 章 证 明 
了 每 一 个 紧 集 〈 在 任何 度量 空间 中 ， 不 仅仅 在 R* 中 ) 都 是 有 界 的 闭 集 ， 因 此 海 
涅 - 博 雷 尔 定理 的 实质 是 反 向 的 蔓 涵 关系 它 断 言 R* 中 的 每 个 有 界 闭 集 都 是 紧 
集 , 但 并 非 每 个 度量 空间 都 有 该 结论 . 例如 , 集合 (- 交 ngQ 在 @@ 中 是 闭 集 
为 -x 和 zt 都 不 是 有 理 数 ) 并 且 是 有 界 的 ， 但 它 不 是 紧 集 (利用 定理 11.5 ). 

当心 ! 本 音 有 一 些 宛 长 的 证 明 ， 在 未 经 训练 的 人 看 来 可 能 有 些 困 难 . (玩笑 
话 , 你 现在 肯定 已 经 训练 有 素 了 . ) 当 你 阅读 长 篇 文章 时 , 在 页 边 空 白 处 画 些 图 来 
阐明 每 一 步 的 内 容 会 很 有 帮助 . 

上 一 章 讨论 了 任意 度量 空间 X 中 集合 的 紧 性 ， 但 这 一 章 考 察 的 是 R*. 为 了 
弄 清 楚 R* 中 哪些 集合 是 紧 集 (请 记 住 ， 在 第 6 章 中 ，R* 是 所 有 维 实 向 量 的 
集合 )， 我 们 先 了 解 一 下 区 间 和 紧 集 的 一 个 共同 性 质 . 


定理 12.1 ( 闭 区 间 套 性 质 ). 
设 {J} 是 民 中 的 一 族 闭 区 间 ， 并 且 对 于 任意 n EN 有 工 D 141， 那么 
Mri ln #2 


这 个 定理 看 起 来 应 该 不 陌生 ， 因 为 我 们 在 推论 11.12 中 证 明了 紧 集 的 类 似 性 
质 ， 闭 区 间 套 性 质 是 RR 的 一 个 固有 特性 ， 它 是 最 小 上 界 性 的 直接 结果 . 


证 明 . 每 个 区 间 都 形 如 工 = [a,b]. 我 们 想 找到 一 个 数 z, 使 得 对 于 所 有 的 ne N， 
均 有 x e [a%,ba] (如果 存 在 这 样 的 zx， 则 有 门 盖 五 2 {z}) 全 体 下 界 a,, 的 上 
确 界 x 似乎 是 一 个 不 错 的 选择 ， 因 为 对 于 任意 ne N, z 满足 a 是 < b,， 如 
图 12.1 所 示 . 

a ai ee hy Da b, 


12.1 对 于 任意 mnEN, 点 z= 二 sup{an |n€EN}>an 且 <b, 
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令 马 = {a, | neN}. 每 个 b,, 都 是 忆 的 上 界 ， 因 为 如 果 存 在 n,m ee N 使 得 
an > bm， 那 么 五 门 琴 三 各， 此 时 这 两 个 区 间 不 存在 包含 关系 ， 这 样 就 产生 了 了 矛 
盾 . 因此 , 马 是 民 的 一 个 有 上 界 的 非 空 子 集 ， 那 么 根据 耻 的 最 小 上 界 性 ，sup 忆 
在 及 中 存在 ， 我 们 称 它 为 x. 

因为 z 是 户 的 上 界 ， 所 以 对 于 任意 neN 均 有 xz > as， 此 外 ， 由 于 内 是 
五 的 上 界 ,而 是 马 的 最 小 上 界 ， 所 以 x < 5%,， 因此 z e [aon]. 

注意 ， 如 果 令 x = inf{fo | n € N}， 那 么 上 述 证 明 仍 然 成 立 . 


事实 上 ， 这 个 性 质 不 仅 适用 于 RR 中 的 区 间 ， 也 适用 于 R* 中 的 等 价 概念 ， 我 
们 称 之 为 维 格子 
定义 12.2 (k 维 格子 ). 

如 果 对 于 1 和 之 间 的 每 个 j 均 有 a; < 0b;， 那 么 R* 中 的 向 量 集 


{2 = (ZX1, XT2, + , Tk) | 人 7 E [a;, 5b;], v1 Ij < k} 
就 称 为 维 格子 . 


我 们 可 以 在 图 12.2 中 看 到 维 格子 .在 一 维 情况 下 , 令 & = 1， 可 以 看 到 
1 维 格子 就 是 一 个 闭 区 间 . 在 二 维 空 间 中 , 2 维 格子 是 一 个 矩形 , 因为 它 是 位 于 两 
组 边界 之 间 的 所 有 点 的 集合 .在 三 维 空间 中 ，3 维 格 子 是 一 个 盒子 .在 四 维 空 间 
中 ， 根 据 爱 因 斯 坦 的 理论 ， 第 四 维 可 能 是 时 间 ， 所 以 我 猜 4 维 格子 就 是 一 个 永远 
停留 在 某 个 固定 时 间 段 内 的 盒子 〈 举 个 例子 ， 去 看 看 你 祖父 的 阁楼 ) 


al bi 241 bi 
图 12.2 1 维 格 子 、2 维 格子 和 3 维 格子 (一 定 要 戴 上 3D 眼镜 以 获得 最 佳 观看 体验 ) 
定理 12.3 (k 维 格子 藤 套 性 质 ). 


设 {人 } 是 R* 中 一 族 大 维 格 子 ， 并 且 对 于 任意 neEN 均 有 工 了 DIhri 那 
么 (ih. 
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证 明 . 证 明 非 常 简单 : 只 需 对 这 族 维 格子 的 每 个 维度 都 应 用 闭 区 间 套 性 质 即 可 . 
导致 证 明 过 程 多 于 两 行 的 唯一 原因 是 ,我 们 必须 同时 考虑 在 讨论 哪 一 个 维 格 子 
(其 下 标 n 可 以 是 任意 自然 数 ) 以 及 所 讨论 的 维 数 是 多 少 (其 下 标 了 在 1 和 天 之 
间 取 值 ) 

每 一 个 维 格子 I 都 是 满足 下 列 条 件 的 点 x = (zt 7x2,… ,zk) 的 集合 : 对 
于 1 到 大 之 间 的 每 个 7 均 有 am < zx; < 5 因此， 就 是 第 7 个 坐标 落 在 闭 
区 间 ,= [es ,bw] 中 的 向 量 的 集合 . 由 于 每 个 有 维 格子 都 包含 在 前 一 个 维 格 
子 中 ， 因 此 对 于 任意 ne N 和 介 于 1 和 之 间 的 每 个 j 均 有 五 2 Tt 

我 们 想 证 明 存在 一 个 属于 所 有 的 向 量 z = (zi XY2,… ,zh), 这 意味 着 该 向 
量 的 坐标 对 于 任意 ne N 均 有 zi € I,; 对 于 任意 neEN 均 有 x2 € 万 ……; 
对 于 任意 ne N 均 有 zn € JL,. 

根据 定理 12.1, 交集 门 2; mm， 中 至 少 包含 一 个 点 , 我 们 将 其 称 为 2*. 类 似 地 ， 
存在 xz3 € m1 Ta， , 存在 2 € 门 s1 Tn 因此 , 向 量 2* = (23,23,… ,2%) 
属于 每 一 个 I. 


我 们 不 仅 可 以 证 明 每 个 闭 区 间 是 紧 集 , 而 且 可 以 证 明 每 个 维 格子 也 是 紧 集 . 
上 一 个 定理 对 我 们 的 证 明 是 有 用 的 , 但 要 注意 , 它 本 身 并 不 是 一 个 证 明 .( 只 
知道 维 格子 与 紧 集 有 一 个 相同 的 性 质 ， 并 不 能 说 明 所 有 维 格 子 都 是 紧 集 . ) 


定理 12.4 (k 维 格子 是 紧 集 ). 对 于 任意 hE N， 每 个 维 格 子 都 是 紧 集 . 


证 明 . 尽管 这 看 起 来 好 像 是 一 个 复杂 的 论证 ,但 其 基本 逻辑 并 不 是 很 糟糕 .我 们 
分 两 步 走 、 首 先 弄 清楚 该 怎么 做 ,然后 正式 地 写 出 来 . 

第 一 步 . 使 用 反 证 法 , 假设 维 格子 I 不 是 紧 集 ， 那 么 某 个 开 和 覆盖 {G。} 就 
没有 有 限 子 覆盖 . 把 了 划分 成 有 限 多 个 更 小 的 维 格子 ,其 中 至 少 有 一 个 子 大 维 
格子 不 能 被 {Gs。} 中 任意 有 限 多 个 集合 覆盖 .( 否则 {G。} 就 存在 一 个 了 的 有 限 
子 履 盖 . ) 于 是 , 选取 这 个 子 k 维 格子 并 将 其 划分 成 更 小 的 维 格子 . 同样 地 , 其 
中 至 少 有 一 个 子 & 维 格子 不 能 被 有 限 覆 盖 …… 如 图 12.3 所 示 ， 我 们 继续 划分 下 
去 ， 从 而 得 到 一 族 让 套 的 & 维 格 子 ， 其 中 每 一 个 都 不 能 被 有 限 覆 盖 . 

根据 定理 12.3， 它 们 的 交集 一 定 至 少 包含 一 个 元 素 2*. 既然 z* < T， 那 么 
{Ga} 中 一 定 存在 一 个 包含 2* 的 集合 G1. 又 因为 Ga 是 开 集 , 所 以 x* 的 某 个 邻 
域 会 包含 在 G1 中 .由 于 每 个 租 套 的 有 维 格子 都 包含 一 个 更 小 的 子 有 维 格 子 ， 所 
以 可 以 找到 一 个 足够 小 的 维 格 子 ， 使 其 包含 在 x* 的 该 邻 域 中 ， 因 此 ， 在 这 些 
椒 套 的 维 格 子 中 ， 有 一 个 维 格 子 被 G1 覆盖 ( 即 被 {Gs。} 中 有 限 多 个 集合 覆 
盖 )， 这 样 就 得 到 了 矛盾 . 
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12.3 以 2 维 格子 了 为 例 . 在 每 一 步 中 , 我 们 将 其 划分 成 4 个 子 2 维 格 
子 ， 然 后 选取 不 能 被 有 限 覆 盖 的 子 2 维 格子 ， 再 将 其 划分 成 4 个 
子 2 维 格子 ， 因 为 这 是 一 个 内 套 的 2 维 格子 序列 ， 所 以 它们 的 交 


集中 至 少 包含 一 个 点 2* 


为 了 使 论证 的 最 后 一 步 起 作用 ， 我 们 必须 考虑 这 些 维 格 子 的 大 小 ， 下 面 是 
划分 方法 : 由 于 大 维 格子 7 由 每 个 维度 上 的 一 个 区 间 给 定 ， 因 此 我 们 把 每 个 区 间 
都 分 成 两 半 ， 从 而 得 到 2* 个 子 维 格子 ( 如 图 12.3 所 示 ， 在 二 维 空间 中 ， 这 意 
味 着 我 们 把 了 划分 成 了 22 = 4 个 部 分 ) 在 每 次 划分 中 ， 我 们 把 不 能 被 有 限 覆 盖 
的 子 大 维 格子 划分 成 2# 个 子 维 格子 ， 因 此 ， 在 n 次 划分 之 后 我们 得 到 的 子 
和 维 格子 的 体积 是 原来 维 格子 了 的 体积 的 (去 ) (去 )… ( 支 ) = 2-w 售 . 

I 有 多 大 ? 我 们 关心 的 是 维 格子 中 两 点 之 间 的 距离 ( 记 住 ， 我 们 希望 它 小 
于 G 中 w* 邻 域 的 半径 ) 这 个 距离 受到 了 内 最 大 可 能 距离 的 限制 ， 而 这 个 最 大 
距离 是 由 了 的 对 角 线 决定 的 ， 我 们 把 组 成 了 的 个 闭 区 间 [aj,5] 的 端点 放 入 向 
量 的 坐标 中 ， 从 而 得 到 a = (ai oz ,an) 和 b= (b1,b2,…… ,5,). 
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那么 对 角 线 就 是 


k 
| 一 a| 三 + (0 一 oj 人 
i=1 


(根据 定义 6.10 ) 称 之 为 6. 因此 ， 第 n 次 划分 后 的 子 有 维 格子 中 任意 两 点 之 间 
的 距离 小 于 等 于 2-"6. 

我 们 想 找 到 一 个 小 到 足以 容纳 在 G1 中 zx* 令 域 内 的 子 k 维 格子 . 因此， 对 
于 NV (zj C G1， 如 果 我 们 能 够 证 明 2-"6 < r+， 那 么 z* 与 第 n 次 划分 后 的 子 
8 维 格 子 中 任意 一 点 之 间 的 距离 都 小 于 r+， 这 意味 着 第 n 次 划分 后 的 子 维 格 子 
包含 在 N(x*) 中 ， 从 而 也 包含 在 G1 中 .我 们 希望 6 < 2*r+， 这 意味 着 


log(?) 
log(2) 


因为 6 > 0 且 ”> 0， 所 以 我 们 有 log(2) e 民 ， 那么 由 恨 的 阿 基 米 德 性 质 可 知 ， 
这 样 的 ne N 的 确 存在 . 

第 二 步 . 下 面 给 出 严格 的 证 明 . 

固定 一 个 维 数 k， 设 了 是 一 个 大 维 格子 ， 于 是 


n> 


T= {2= (v1,72,. ,Tk) | a; < r; < bj, v1 < ;7<k}, 


0 一 (> | 。 


4 


心 


那么 ， 对 于 任意 xz,yeET 有 |z 一 y| 6. 
假设 不 是 紧 集 ， 那 么 选取 了 的 一 个 没有 有 限 子 履 盖 的 开 覆 盖 {Gs。}. 通过 


将 [a;,b;] 分 解 为 
人 | 和 2， 


我 们 把 了 工 划分 成 了 2* 个 子 大 维 格子 8;, 所 以 [用 1 Qi = 了 工 其 中 至 少 存在 一 个 集 
合 研 € {Qi|1<i<2*} 不 能 被 {G。} 中 任意 有 限 多 个 集合 履 盖 .然后 把 五 划 
分 成 2* 个子 大 维 格子 并 继续 此 过 程 ， 这 样 就 创建 了 一 族 满足 TD 五 ?五 2…: 
的 有 维 格子 {I,}， 并 且 每 个 到 都 不 能 被 有 限 覆 盖 . 

根据 定理 12.3， 存 在 某 个 z* 属于 所 有 I,. 另外 ， 因 为 z* < IT， 所 以 一 定 
存在 某 个 G1 € {Gs。} 使 得 x* e G1. 由 于 G1 是 开 集 ， 因 此 存在 + > 0 使 得 
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NN,(z*) C G1. 根据 民 的 阿 基 米 德 性 质 , 存在 某 个 ne N 使 得 n> 串口 ， 从 而 有 
2-"6 <7. 注意 , 对 于 任意 y Eb, |z* 一 y| 27"5<7r, 所 以 LCN,(z*) CGI. 
因此 ,被 {G。} 中 有 限 多 个 集合 ( 即 G1 ) 覆盖 ,这 是 一 个 矛盾 . 所 以 ,7 一 定 
是 紧 集 . 


我 们 差不多 准备 好 证 明海 涅 - 博 雷 尔 定理 了 , 该 定理 描述 了 R* 中 哪些 集合 是 
紧 集 ， 不过， 我 们 先 证 明 下 面 的 结果 ， 它 会 派 上 用 场 . 


定理 12.5 (R* 中 的 有 界 集 ). 
如 果 有 R* 的 子 集 已 有 界 ， 那 么 它 就 包含 在 某 个 有 维 格子 中 . 


回顾 一 下 定义 9.3， 以 确保 你 还 记得 度量 空间 中 的 有 界 意 味 着 什么 . 


证 明 . 基本 思路 是 ， 如 果 互 的 每 一 个 点 与 其 个 ge R* 的 距离 都 小 于 M， 那 么 我 
们 可 以 以 M 和 9 为 界 构造 一 个 大 维 格子 (用 几何 术语 来 说 ， 每 个 圆 都 可 以 内 接 
在 一 个 正方 形 中 ， 每 个 球 都 可 以 内 接 在 一 个 立方 体 中 ， 等 等 ) 

为 精确 起 见 ， 如 果 忆 是 有 界 的 ， 则 存在 某 个 g e R* 和 某 个 M e 民 , 使 
得 对 于 已 中 的 每 一 个 点 p 均 有 lp 一 q| 冬 M.， 如 果 记 p = (pi1,p2,… ,px) 和 
q 二 (aq……,d)， 那 么 这 意味 着 


(> = 四 <M. 


j=1 
于 是 ， 对 于 1 和 有 & 之 间 的 每 个 7， 我 们 有 


0+… 二 0 十 (pj; 一 gj) 十 0 十 … 十 0 < (pi 一 q1) 十 (p2 一 92) ?十 … 十 (px 一 qx)” M7， 


从 而 有 qj; 一 M < pj; < qj 十 M， 记 住 ,这 对 每 一 个 PE 五 均 成 立 ， 所 以 如 果 令 


T= {z= (721,72,.…- Sk) | Zi € lg; — M,gq;+ M)], vl < 7 <k}, 


那么 了 就 是 一 个 维 格子 , 并 且 CIT. 


定理 12.6 ( 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ). 
民 * 的 子 集 妃 是 紧 集 当 且 仅 当 它 既 是 闭 集 又 是 有 界 集 . 


这 里 “ 闭 集 ” 和 “有 界 集 ” 是 指 R* 中 的 闭 集 和 R* 中 的 有 界 集 . 
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证 明 . 利用 本 章 已 经 证 明 过 的 所 有 定理 ， 我 们 已 经 完成 了 大 部 分 工作 . 
如 果 互 是 紧 集 , 那么 由 定理 11.7 可 知 , 是 R* 中 的 闭 集 , 而 根据 定理 11.10， 
马 也 是 R* 中 的 有 界 集 . 
为 了 证 明定 理 的 另 一 个 方向 ， 假 设 瓦 是 有 界 闭 集 . 因为 马 是 有 界 集 ， 所 以 
由 定理 12.5 可 知 ， 它 一 定 包含 在 某 个 维 格子 了 中 .根据 定理 12.4，7 是 紧 集 . 
由 于 已 CIT 且 马 是 闭 集 ， 所 以 根据 定理 11.8， 媚 是 紧 集 . 


除了 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ， 下 面 的 定理 提供 了 另 一 种 在 R* 中 寻找 紧 集 的 方法 . 
还 记得 定理 11.13 证 明了 紧 集 的 每 一 个 无 限 子 集 都 有 一 个 包含 在 该 紧 集 中 的 极限 
点 .现在 我 们 来 证 明 在 R* 中 的 逆 命 题 . 


定理 12.7 ( 实 紧 集中 的 极限 点 ). 
民 * 的 一 个 子 集 妃 是 紧 集 ， 当 且 仅 当 互 的 每 个 无 限 子 集 在 轧 中 都 有 一 个 极 
限 点 . 


证 明 . 假设 妃 是 紧 集 . 那么 根据 定理 11.13, 互 的 每 个 无 限 子 集 在 B 中 都 有 一 个 
极限 点 . 

反 过 来 ,假设 的 每 个 无 限 子 集 在 EB 中 都 有 一 个 极限 点 .我 们 要 证 明 五 是 
紧 集 ， 根 据 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ， 我 们 只 需要 证 明 EB 是 有 界 闭 集 ， 现在 来 证 明 其 逆 
否 命题 : 如 果 五 不 是 有 界 集 ， 那 么 五 的 某 个 无 限 子 集 在 B 中 没有 极限 点 ; 同样 
地 ， 如 果 王 不 是 闭 集 ， 那 么 忆 的 某 个 无 限 子 集 在 EE 中 没有 极限 点 . 

如 果 马 不是 有 界 集 ， 那 么 我 们 可 以 构造 一 个 在 马 中 没有 极限 点 的 无 限 子 
集 9. 对 于 gq=0 和 M = 1,2,3,.…， 存在 点 zn E 马 使 得 |x% 一 q| > M. 因此 ， 
对 于 每 一 个 n € N 均 存在 zw E 瑟 使 得 lz > n. 令 5= {zn |neN}， 那么 
SCE. 

另外 ，S 是 无 限 集 . 如果 5 中 包含 有 限 多 个 点 {xz1, x2,… ,ZN}， 那 么 令 


n= [max{|zil,|z2l,... ,lzN|}| + 1 


(使 用 例 4.8 中 的 上 取 整 符号 表示 “向 上 舍 人 和信”). 所 以 不 存在 满足 |zn| > n 的 
zn E 互 ， 这 是 一 个 矛盾 . 

此 外 ， 每 个 点 PE R* 都 不 是 5 的 极限 点 . 为什么? 参见 图 12.4. 给 定 任意 
一 个 pe R*, 设 入 是 > |p| 的 最 小 自然 数 ， 那么 对 于 任意 一 个 大 于 NN 的 自然 
数 n, 我 们 有 n 宕 十 1， 于 是 
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[zn 一 P| 之 |za| 一 |p| (利用 定理 6.11 的 性 质 6 ) 
>n— lpl 
>N+1—|p| 
>1 (因为 N > |p|) 


12.4 ” 当 维 数 二 1 时 ，S 中 点 的 例子 ， 其 中 N 是 > |p| 的 最 小 整数 . 
注意 ，zN-_1 可 以 大 于 zn. 但 重要 的 是 对 于 任意 mn > N 均 有 
[zn—p|>1 


现在 有 两 种 情形 .如 果 p 4 S$S， 那 么 对 于 任意 ne N 均 有 p 关 zx， 于 是 令 
r= $min{lzi — pl lz2 — ph, ,len — pl,1}. 
对 于 任意 n € N, 如 果 n < N, 我 们 有 lz 一 p| > 7; 如 果 n > N， 则 有 


[zn 一 p| > 1 > 7. 因此 , 对 于 任意 ne N, Ni(p) 不 包含 zw 所 以 N,(p)n5= 8%， 


如 果 pe 5S， 那么 存在 某 个 i< NN 使 得 p = xz; ( 记 住 , > |p|) 令 
7 § min{|zx1 — pl |z2 — pl,…… ) |Bi_1 — pl, [zi — pl|,. , |ZN — pl,1}. 


(其 中 p= z; 已 经 从 最 小 值 中 移 除 . ) 按照 与 第 一 种 情形 相同 的 逻辑 , N;(p) 几 5 = 


对 于 另 一 种 情况 ,假设 户 不 是 闭 集 . 那么 刀 有 一 个 极限 点 zu e R* 满足 
2Z0 & 五 我 们 可 以 再 次 构造 五 的 一 个 无 限 子 集 S$， 使 得 zo 是 其 唯一 的 极限 
点 ， 这 样 5 在 马 中 就 没有 极限 点 了 .对 于 任意 r > 0， 存 在 点 x € 瑟 使 得 
lz 一 zol <7， 所 以 对 于 每 一 个 ne N， 都 有 某 个 zw E 瑟 使 得 |z, 一 zol < 二 令 
35={zn1m EN}, 那么 SCE. 

同样 地 , 5 是 无 限 集 . 为 什么 ? 如 果 5 包含 有 限 多 个 点 {x1, zz，…… ,ZN}, 那 
么 存在 一 个 ;( 介 于 1 入 之 间 ), 对 于 任意 整数 m > NN 均 有 |zj 一 zol < 这 
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意味 着 zj = zo (否则 , 由 阿 基 米 德 性 质 可 知 , 存在 某 个 使 得 nx; 一 zo| > 1). 
那么 我 们 有 zw 买书 ， 这 是 一 个 矛盾 . 

显然 ，zo 是 5 的 极限 点 ， 为 什么 ? 对 于 任意 7 > 0， 由 阿 基 米 德 性 质 可 知 ， 
存在 一 个 ne 入， 使 得 nr > 1. 于 是 |zo 一 zn| < 二 <7， 因 此 至 少 存在 一 个 zx 
属于 Nr(zo) Ns. 

但 是 ， 对 于 任意 一 个 满足 y 承 xo 的 y € R*， 我 们 有 


[zn 一 y| 之 |zo 一 y| 一 |zn 一 zo| (利用 定理 6.11 的 性 质 6 ) 
> |zo 一 吉 一 圭 
zo 一 y| ( 当 二 < zo 一 y| 时 ). 


换 句 话说 ， 当 7 = 引 |x0 一 y| 时 ， 如 果 二 < 引 x0 一 Yy|， 那 么 每 一 个 zw 与 y 的 距 
离 都 至 少 为 +.， 因 此 


N-(y) NS = {zn | > zo—Yy)}. 


只 存在 有 限 多 个 ne N 满足 n < 一 2 ， 所 以 y 的 每 个 邻 域 只 能 包含 9 中 有 限 


|zo 一 2| 


因此 B 的 点 都 不 是 5 的 极限 点 . 


注意 ， 对 于 任意 马 C R*， 下 面 三 个 命题 是 等 价 的 : 


1. 五 既是 闭 集 又 是 有 界 集 . 
3. 五 的 每 个 无 限 子 集 在 已 中 都 有 一 个 极限 点 . 


事实 证 明 ， 后 两 个 命题 在 任何 度量 空间 中 都 是 等 价 的 〈 不 仅 限于 R* ), 但 是 
“命题 3 一 > 命题 2” 的 证 明 非 常 复杂 ， 对 我 们 而 言 是 不 必要 的 . 

有 趣 的 是 ， 我 们 先 发 现 了 所 有 紧 集 都 具有 的 一 些 性 质 ( 闭 集 且 有 界 ， 并 且 包 
含 每 个 无 限 子 集 的 极限 点 ), 然后 证 明了 在 R* 中 这 些 性 质 萤 涵 着 紧 性 . 但 是 ,并 
非 紧 集 的 所 有 性 质 都 存在 这 种 反 向 表述 . 例如 , 一 族 嵌 套 集合 {4 = (一 +, +)} 存 
在 一 个 非 空 的 无 限 交集 ( 因为 门 2 , 4 = {0} ), 但 是 每 个 4。 都 不 是 紧 集 . 

下 面 的 定理 是 一 个 例子 ， 它 说 明了 为 什么 研究 紧 集 是 有 意义 的 ， 虽 然 在 定理 
的 陈述 中 看 不 到 紧 性 ， 但 我 们 还 是 要 使 用 之 前 的 紧 性 定理 来 证 明 一 个 一 般 的 (并 
且 非 常 有 用 的 ) 结果 . 
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定理 12.8 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ). 
如 果 了 妥 * 的 无 限 子 集 媚 有 界 ， 那 么 妃 在 R* 中 有 一 个 极限 点 . 


证 明 . 小 菜 一 碟 . 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


i 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 

2 根据 定理 ， 存 在 某 个 维 格子 7， 使 得 刀 Cc T， 由 定理 12.4 
可 知 , 了 是 ， 所 以 根据 定理 11.13, 马 在 中 有 一 个 极 
限 点 .因为 了 是 R* 的 子 集 ， 所 以 瑟 在 陈 中 有 一 个 


我 们 终于 结束 了 在 紧 集 世界 中 充满 乐趣 却 又 令 人 毛骨悚然 的 不 幸 经 历 . (不 
过 ， 请 放心 ， 我 们 会 在 第 14 章 中 再 次 见 到 它们 ! ) 
在 下 一 章 中 ， 我 们 将 更 详细 地 研究 完备 集 ， 并 学 习 连 通 集 的 相关 知识 . 
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在 深入 研究 闭 集 、 开 集 和 紧 集 时 ， 到 目前 为 止 我 们 一 直 都 忽略 了 完备 集 ， 可 
怜 的 完备 集 ， 孤 零 零 地 有 呆 在 角落 里 .好 吧 ， 这 一 章 是 它们 发 光 的 机 会 ! 

我 们 将 通过 引入 连通 集 的 概念 来 结束 对 拓扑 学 的 研究 ， 与 紧 集 一 样 ， 连 通 集 
在 连续 函数 理论 中 扮演 着 重要 角色 . 

记得 我 们 在 例 9.25 中 曾 看 到 ， 任 何 闭 区 间 [a, 0] 都 是 完备 集 ， 因 为 它 不 仅 包 
含 所 有 极限 点 ， 而 且 它 的 每 个 元 素 其 实 都 是 极限 点 . 

我 们 在 例 8.10 中 了 解 到 开 区 间 (0, 1) 是 不 可 数 的 , 使 用 同样 的 康 托 尔 对 角 线 
法 ,我 们 会 发 现任 何 区 间 [a, 6] 都 是 不 可 数 的 . 

事实 证 明 ， 不 仅 区 间 是 不 可 数 的 ， 每 一 个 实 完备 集 也 都 是 不 可 数 的 . 


定理 13.1 ( 实 完备 集 是 不 可 数 的 ). 
如 果 民 * 的 非 空子 集 P 是 完备 集 ， 那 么 已 就 是 不 可 数 的 . 


“ 忆 是 不 可 数 的 ”这 句 话 实际 上 是 指 “| 忆 | 是 不 可 数 的 ”( 即 P 中 有 不 可 数 个 
元 素 )， 束 像 我 们 通常 写 “P 是 无 限 的 ”是 指 “|P| 是 无 限 的 ”那样 . 

注意 ， 除 了 使 用 康 托 尔 对 角 线 法 外 ， 我 们 还 可 以 通过 证 明 这 个 定理 来 说 明 任 
何 区 间 [a, 9] 都 是 不 可 数 的 ( 从 而 及 也 是 不 可 数 的 ， 因 为 [a, 0 CR) 


证 明 . 这 个 证 明 实际 上 会 用 到 紧 集 .〈 惊喜 吧 ! ) 因为 P 是 非 空 的 ， 所 以 它 至 少 包 
含 一 个 点 z. 由 于 P 是 完备 集 ， 因 此 z 是 P 的 极限 点 ,那么 zx 的 每 个 邻 域 都 包 
含 忆 的 无 穷 多 个 点 , 所 以 忆 一定 是 无 限 集 . 这 个 定理 断言 P 是 不 可 数 的 . 因此 ， 
如 果 假 设 P 是 可 数 的 , 那么 我 们 就 能 把 这 些 点 写成 一 列 已 = {z1, 22, 23,…]}, 这 
应 该 会 引起 矛盾 . 

我 们 要 利用 推论 11.12， 所 以 这 里 需要 一 列 髓 人 套 的 紧 集 ， 我们 还 想 利用 PP 的 
点 可 以 写成 一 列 ， 以 及 P 的 所 有 点 都 是 极限 点 的 事实 ， 所 以 现在 要 考察 P 中 点 
的 邻 域 . 邻 域 本 身 就 是 有 界 的 , 为 了 使 其 成 为 紧 集 , 我 们 还 想 让 它们 变 成 闭 集 . 
此 ， 我 们 不 直接 利用 邻 域 ， 而 是 构造 邻 域 的 榜 套 闭 包 . 

选取 一 个 点 zl E 已 和 任意 半径 mm > 0， 并 令 Vi = Nr (zi)， 注意 


V={yeR||z yr}. 
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因为 zi 是 P 的 极限 点 ， 所 以 Vi 肯定 至 少 包含 一 个 满足 zx。 关 zi 的 其 他 点 
zZ2 E P， 现 在， 如 图 13.1 所 示 ， 选 取 一 个 ra > 0， 使 得 


72 < min{|z1 = Za|;,71 a |z1 = Z2|}， 


并 令 公 = N', (22). 于 是 有 WC Vi. 又 因为 x1 和 za 之 间 的 距离 大 于 7r。， 所 
以 zi 9 记 ， 由 于 zs 也 是 PP 的 极限 点 ， 因 此 WP 也 肯定 至 少 包 含 一 个 其 他 点 
Za E 忆 (za 天 Za) 因为 z3 EE V2， 所 以 x 关 x1， 那 么 我 们 像 之 前 那样 继续 选 
择 新 的 半径 x3， 并 继续 无 数 次 地 执行 上 述 步 又 . 


图 13.1 我 们 对 ra 的 选择 保证 了 VcCVi 且 zi1f 训 


为 了 使 这 个 结构 更 加 严格 ,我 们 从 Vi 的 定义 开始 .现在 我 们 需要 一 个 由 人 
得 到 V41 的 规则 . 把 VV, 定义 为 点 zw EP 的 邻 域 , 我 们 按照 下 述 方法 构造 Vj1. 
由 于 zx 是 尸 的 一 个 极限 点 ， 所 以 Vn P 肯定 至 少 包含 一 个 其 他 的 xz,j1 EP 
使 得 zw+l 关 Xn， 现 在 选取 一 个 r+1 > 0， 使 得 


rnt1 < Iminflzn 一 Zn 一 |zn 一 Zr， 


并 令 V41 = Ni, (Pnt1). 于 是 有 41 C WV， 由 于 zw 和 zu+l 之 间 的 距离 大 
于 Tn+l, 所 以 Tn 人 Vaal 
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太 酷 了 ! 现在 令 K, = Wh 咯 P， 因为 Vi 是 有 界 闭 集 ， 所 以 由 海 涅 - 博 雷 尔 定 
理 可 知 ，V, 是 紧 集 . 由 于 PP 是 闭 集 ， 那 么 根据 推论 11.9，K 是 紧 集 . 
对 于 任意 mn Ee N， 我们 有 


Wich Wc™, 
一 (VnNP) cc (WNP) 
= Kani C Kn 


每 个 VV 都 是 尸 的 一 个 极限 点 的 邻 域 , 所 以 每 个 VW 至 少 包含 的 一 个 点 ， 那么 
每 个 K,, 至 少 包含 一 个 元 素 ， 因 此 ， 我 们 得 到 了 一 列 租 套 的 非 空 紧 集 {K;,}， 由 
推论 11.12 可 知 ， 门 1 Kn 2. 

等 一 下 ! 请 记 住 ， 对 于 任意 me N，z 4 丽 1 ， 所 以 x Kj1， 于 是 
zn 门 之 1 Ki. 这 就 是 可 数 性 出 现 问 题 的 地 方 . 对 于 任意 给 定 的 n, zx 4 门 和 1 Ki， 
因此 交集 中 没有 P 的 元 素 ， 这 就 产生 了 矛盾 . 因此 ，P 一 定 是 不 可 数 的 . 


此 时 , 你 可 能 会 认为 闭 区 间 是 及 中 最 简单 的 完备 集 的 例子 , 所 以 会 觉得 及 中 
的 每 一 个 完备 集 都 是 某 个 区 间 的 超 集 ， 但 这 是 错 的 ! 声名 狼藉 的 康 托 尔 集 就 是 一 
个 很 好 的 反例 . 它 是 一 个 实 完备 集 ( 就 像 你 一 样 独一无二 ), 但 它 不 仅 不 是 任何 闭 
区 间 的 超 集 ， 实 际 上 它 甚 至 不 包含 任何 开 区 间 . 

为 了 构造 康 托 尔 集 ， 要 从 集合 Bo = [0,1] 开始 .删除 中 间 的 三 分 之 一 ， 
从 而 得 到 i = Bo \ (3,)， 所 以 i = [0, 引 U[3 1 为 了 得 到 Es。， 删除 Bi 中 
每 个 区 间 中 间 的 三 分 之 一 ， 于 是 Bz = [0, 打 UU ,3 引 U[s, 引 U3,1]. 然后 无 限 次 
地 重复 这 个 过 程 (参见 下 框 ) 〈 前 五 个 步骤 如 图 13.2 所 示 . ) 


TT 


图 13.2 计算 机 生成 的 该 过 程 前 五 步 的 图 像 ， 第 一 行 ( 就 是 一 条 黑 线 ) 对 应 于 Bo， 其 后 第 n 
行 的 黑色 区 域 对 应 于 En_1 


构造 康 托 尔 集 的 第 3 步 
例如 ， 集 合 Es 是 集合 B。 去 掉 开 区 间 
和 得 到 的 . 
因此 ，E, = U U U 
U U 
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请 注意 ， 在 该 过 程 的 每 一 步 中 ， 我 们 把 轧 ,, 的 每 个 闭 区 间 分 割 为 两 个 闭 区 间 
(通过 删除 中 间 的 三 分 之 一 )， 因 此 , 中 闭 区 间 的 个 数 是 户 ,_1 中 闭 区 间 个 数 的 
两 倍 ,， 即 2(2"-0) = 2*. 此外， 本 中 每 个 闭 区 间 的 大 小 都 是 ,_1 中 每 个 闭 区 间 
大 小 的 三 分 之 一 ， 这 意味 着 已, 中 每 个 闭 区 间 的 长 度 均 为 (3)". 

康 托 尔 集 就 是 所 有 忆 ,, 的 无 限 交 集 ， 我 们 将 在 定义 中 正式 给 出 这 种 结构 . 

首先 要 注意 ， 当 递归 地 定义 任何 概念 时 〈 比如 ， 利 用 前 面 的 集合 来 定义 后 续 
集合 ), 构造 过 程 必 须 像 归 纳 证 明 一 样 起 作用 . 我 们 必须 有 一 个 “基本 情形 ”来 指 
定 第 一 个 集合 是 什么 样 的 ， 然 后 是 一 个 “归纳 步骤 ”， 也 就 是 说 “给 定 这 样 的 集 
合 n， 那 么 集合 n 十 1 就 应 该 是 这 个 样子 的 为 了 使 构造 有 效 ， 集合 n 十 1 必须 
满足 与 集合 n 相同 的 假设 ,这 样 集合 n 十 2 就 可 以 按照 相同 的 方式 来 构造 ， 以 此 
类 推 . 
定义 13.2 ( 康 托 尔 集 ). 

设 0 = [0,1]， 对 于 给 定 的 


En 一 [oo, po] U [ai, bi1] (sy [az 1,b2n_1], 


少 


3“ 3 


bo—a 2(b0 一 
(a gy ed wa - 2 


bo—a 2(bo—a 
(co 


Pe 
n=0 


我 们 没有 严格 地 证 明 ,ji 是 2"+1 个 区 间 的 并 集 ， 因 此 这 个 构造 是 有 效 的 . 
如 果 想 明确 地 证 明 这 一 点 ,需要 使 用 归纳 法 . 
定理 13.3 ( 康 托 尔 集 是 非 空 的 )， 康 托 尔 集 PP 至 少 包含 一 个 元 素 . 


证 明 . 注意 ,每 个 包 , 都 是 区 间 的 有 限 并 集 ( 这 里 的 区 间 都 是 闭 集 )， 那 么 根据 定 
理 10.4, 每 个 B, 也 是 闭 集 ， 当然 , 所 有 的 轧 , 都 是 有 界 的 ， 因 此 由 海 涅 - 博 雷 尔 
定理 可 知 ， 每 个 思 , 都 是 紧 集 。 因 为 每 个 ,1 都 是 由 轧 ,, 删除 某 些 元 素 构造 的 ， 
所 以 这 些 集合 是 座 套 的 . 于 是 , 根据 推论 11.12, 门 ?_1 Bn 产儿， 因此 康 托 尔 集 书 
至 少 包 含 一 个 元 素 . 


_ 2(b — 
Brn = Ba\{ (cote 2 Qo + Wo 9 ), 


康 托 尔 集 就 是 集合 
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另外 还 要 注意 ，P 本 身 是 闭 集 ( 因为 它 是 无 穷 多 个 闭 集 的 交集 ), 而 且 已 显 
然 是 有 界 的 ， 所 以 已 是 紧 集 . 

按照 承诺 ， 我 们 将 看 到 P 不 包含 开 区 间 ， 但 它 确 实 是 完备 集 . 
定理 13.4 ( 康 托 尔 集 不 包含 开 区 间 ). 

对 于 任意 a,0E 恨 ， 其 中 a <5， 开 区 间 (a,b) 不 是 康 托 尔 集 已 的 子 集 . 


证 明 . 闭 区 间 [a,0] 的 长 度 为 5 一 a. 记 住 , 对 于 任意 mn e N，, 是 闭 区 间 的 并 集 ， 
其 中 每 个 闭 区 间 的 长 度 都 为 3-". 因为 书 = 门 2 B, 所 以 PP 是 每 一 个 及 的 子 
集 ， 因此 ， 对 于 任意 给 定 的 ne N，,P 不 包含 长 度 大 于 3-” 的 闭 区 间 ， 从 而 也 不 
包含 长 度 大 于 3-" 的 开 区 间 . 
根据 及 的 阿 基 米 德 性 质 ， 我 们 可 以 选择 ”es N， 使 得 
_ log(b — a) 
log(3) 
于 是 log(5 一 a) > 一 nlog(3)， 所 以 5 一 a > 3-". 因此 ,PP 不 可 能 包含 (a,b). 


这 不 是 很 简单 吗 ? 我 的 意思 是 ， 我 们 利用 闭 区 间 的 并 和 集 来 构造 康 托 尔 集 ， 而 
现在 我 们 利用 这 些 闭 区 间 会 变 得 越 来 越 小 的 事实 证 明了 康 托 尔 集 不 可 能 包含 任何 
开 区 间 (或 闭 区 间 ) 但 如 果 康 托 尔 集 被 认为 是 闭 区 间 的 并 集 , 那么 它 怎么 可 能 不 
包含 开 区 间 (或 闭 区 间 ) 呢 ? 

注意 这 种 想法 出 现 问题 的 关键 点 : 康 托 尔 集 本 身 不 是 闭 区 间 的 并 集 ， 它 是 闭 
区 间 并 集 的 无 限 交 .正如 我 们 之 前 所 见 ， 闭 区 间 的 无 限 交 可 能 只 包含 一 个 点 ， 比 
如 Mil 加 于 {0}. 
定理 13.5 ( 康 托 尔 集 是 完备 集 ). 在 度量 空间 民 中 ， 康 托 尔 集 已 是 完备 集 . 
证 明 . 我 们 已 经 知道 P 在 民 中 是 闭 集 , 所 以 现在 只 需 证 明 P 的 每 个 点 都 是 忆 的 
极限 点 即 可 ， 取 任意 一 点 ze P， 对 于 任意 7 > 0, 令 


S=N(z)= (2—7,7+7). 


因为 ze 门 2 ,， 所 以 对 于 任意 ne N 有 ze 及。 我们 知道 马 , 是 区 间 的 
并 集 ， 因 此 x 一定 属于 某 个 区 间 到 CB，. 
开 区 间 5 的 长 度 是 2r+, 并 且 由 定义 13.2 可 知 , 区间 五 的 长 度 是 3-". 根据 
RR 的 阿 基 米 德 性 质 ， 我 们 可 以 选取 一 个 ne N， 使 得 
_ log(27) 
log(3) 
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那么 ,3-" < 27， 所 以 I CS. 取 工 的 端点 xz， 使 得 x 入 zz (也 就 是 说 ， 如 果 
五 == [a,X]， 则 令 x; = a; 如 果 五 = [zx,]， 则 令 xz = 5; 如 果 ,= [a, 引 ， 则 令 
zn 二 a 或 zn = 二 50) 因为 zn ET,， 所 以 zn € S， 我们 证 明了 在 xz 的 每 个 邻 域 中 


因此 xz 是 PP 的 极限 点 ， 又 因为 > 是 任意 ， 所 以 P 是 完备 集 . 


注意 ， 根 据 定理 13.1， 这 个 定理 还 意味 着 康 托 尔 集 是 不 可 数 的 . 

现在 我 们 把 注意 力 转 移 到 连通 集 上 ， 这 可 能 有 点 国手 .为 了 更 好 地 理解 连通 
集 , 我 们 将 给 出 两 种 不 同 的 定义 ,然后 证 明 它 们 是 等 价 的 .( 换 句 话说 ,我们 要 把 
它们 “连通 ”起 来 ! ) 然后 ,我 们 将 证 明 一 个 定理 , 它 能 更 直观 地 描述 实 直 线 上 的 

我 们 先 来 定义 分 离 集 ， 它 是 连通 性 的 基础 . 


定义 13.6 (分 离 集 ). 

设 A 和 B 是 度量 空间 X 的 两 个 子 集 . 如 果 4 不 与 BB 的 闭 包 相交 ， 且 B 
不 与 4 的 闭 包 相交 ， 则 称 4 和 B 是 分 离 的 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


ANB=2 有 ANB=S, 
那么 4,BCX 是 分 离 的 . 


例 13.7 (分 离 集 ). 

记 住 , 点 a € RR 是 半 开 区 间 (a,0| 的 极限 点 ， 因 此 , 集合 4 = [一 3,0) 和 集合 
B = (0, 3] 是 分 离 的 ， 因 为 4 = [-3,0|] 不 与 B = (0,3] 相交 , 且 B = [0,3] 不 与 
4 = [-3,0) 相交 . 

再 举 一 个 例子 ， 对 于 任意 ne N， 集 合 已, 中 的 每 一 对 闭 区 间 ( 来自 于 康 托 
尔 集 的 构造 过 程 ) 都 是 分 离 的 . 


记 住 ， 在 定义 3.10 中 ， 如 果 两 个 集合 没有 公共 元 素 ， 那 么 它们 是 不 相交 的 . 
例如 , 4 = [3,0] 和 B= (0,3] 是 不 相交 的 . 但 是 , 由 于 ANB = [-3,0]n1[0,3] = 
{0} 关 多, 所 以 A 和 B 不 是 分 离 的 . 把 分 离 视 为 不 相交 的 更 强 形式 对 我 们 是 有 帮 
助 的 . 

下 面 这 个 列表 更 加 明确 地 给 出 了 两 者 的 区 别 : 
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[a,5) 和 (bcl 不 相交 ， 分 离 
[a,b) 和 [cl 不 相交 ， 不 分 离 
[ai 和 (2% cl 不 相交 ， 不 分 离 
[a,0| 和 [b,c| 相交， 不 分 离 


当然 ,如果 把 “[a” 替 换 为 “(a” 并 且 (或 者 ) 把 “cj” 替 换 为 “c)”， 上 述 性 质 仍 
定理 13.8 (分 离子 集 ). 

设 A 和 B 是 度量 空间 X 的 任意 两 个 子 集 , 令 A1 C 4 且 Bi CB. 如 果 4 
和 B 是 分 离 的 ， 那 么 41 和 Bi 也 是 分 离 的 . 


证 明 . 我 们 知道 4m 互 = A4Nn B= @， 想 要 证 明 的 是 A1nBi=A1N B= 9%. 

注意 ，A1 C A (同样 地 ，B1 C BB) 实际 上 ， 这 是 闭 包 的 一 般 属性 ， 为 什么 
会 这 样 ? 取 al e 41. 如 果 ae A1， 那么 ose4( 因 为 4C4) 所 以 ae4 
(因为 AC 4) 如 果 m& 4， 那么 ai 就 是 4; 的 极限 点 ， 因 此 ai 的 每 个 邻 域 
都 至 少 与 A! 有 一 个 不 同 于 ai 的 公共 点 . 但 是 4; 的 每 一 个 点 都 是 4 的 点 ， 所 
以 ai 的 每 个 邻 域 都 至 少 与 4 有 一 个 不 同 于 ai 的 公共 点 . 因此 ai 是 4 的 极限 
点 ， 所 以 ul € 4. 

现在 有 


同样 地 ， 有 


定义 13.9 (连通 集 ). 
如 果 度 量 空间 X 的 子 集 瑟 是 两 个 非 空 分 离 集 的 并 集 ， 那 么 五 是 不 连通 的 . 
用 符号 来 表示 ， 即 如 果 34,B C XX 使 得 : 


1. AXg BY. 
2. EE=AUB. 
3. ANB=g% 有 ANB=S. 


那么 马 CX 是 不 连通 的 . 
如 果 度 量 空间 X 的 子 集 媚 不 是 不 连通 的 ， 那 么 马 就 是 连通 的 . 
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例 13.10 (连通 集 ). 
由 于 不 连通 的 定义 中 规定 了 分 离 的 集合 4 与 B 必须 是 非 空 的 ， 因 此 空 集 包 


集合 马 == [一 3,0) U (0,3] 是 不 连通 的 ， 因 为 我 们 在 例 13.7 中 看 到 [-3,0) 和 
(0,3] 是 分 离 的 . 

另 一 方面 ， 即 使 [-3,0] 和 (0, 3] 不 是 分 离 的 ， 我们 也 不 能 确定 EE = [一 3, 0]U 
(0, 3] = [3, 3] 是 连通 的 ， 因为 我 们 不 知道 是 否 存在 另外 两 个 分 离 的 集合 4 与 B， 
使 得 A4U B= |[-3,3] (实际 上 ， 所 有 的 开 区 间 和 闭 区 间 都 是 连通 的 ， 但 这 需要 严 
格 的 证 明 ， 我 们 稍 后 会 讲 到 . ) 

另 一 个 例子 是 , 康 托 尔 集 已 是 不 连通 的 . 为 什么 ? 设 4 为 P 中 < 上 的 点 的 集 
合 , 那么 4= PN(-o0, 直 ; 设 B 为 P 中 > 的 点 的 集合 , 那么 B= PN(#,o0). 
于 是 P= AUB, 并 且 4 和 B 都 是 非 空 的 由 于 PCc 瓦 ,因此 4c 0,3 引 且 
BC [3,1]. 因为 [0, 寺 和 上 ,1 是 分 离 的 ， 所 以 由 定理 13.8 可 知 ，4 和 B 也 是 
分 离 的 .因此 P 是 两 个 非 空 分 离 集 的 并 集 . 


不 连通 还 有 另 一 种 定义 , 你 可 能 会 发 现在 某 些 情况 下 使 用 这 个 定义 会 更 容易 . 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 将 证 明 这 两 种 定义 是 等 价 的 . 
定理 13.11 (不 连通 的 另 一 种 定义 ). 

度量 空间 X 的 子 集 妃 是 不 连通 的 ， 当 且 仅 当 3U,V C X 使 得 


1. U 和 了 都 是 开 集 . 

2. BCUUV. 

3. ENU FAG ENVY. 
4. ENUNV= 9. 


证 明 . 我 们 从 等 价 关系 的 第 一 个 方向 开始 , 假设 忆 按照 定义 13.9 是 不 连通 的 , 并 
证 明 它 满足 这 个 定理 的 条 件 . 因此 , 假设 存在 非 空 集合 4 和 B, 使 得 = AUB， 
ANB=2%HANB=S. 

设 U=A ( 即 艺 在 和 中 的 补 集 ) 设 V=B ( 即 互 在 X 中 的 补 集 》 


1. 根据 定理 10.7，A 和 B 都 是 闭 集 (相对 于 XX )， 那 么 由 定理 10.1 可 知 ， 
UV 和 V 都 是 开 集 (相对 于 X ). 
2. 因为 4n 万 = go 所 以 AcB ; 因为 XN B=%, 所 以 BCA .于 是 


E=(AUB)C(A UB )=UUV. 
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3. 因为 BcEB 且 Bz, 所 以 我 们 有 


ENU= (ENA')I (ENB)=B#%, 


又 因为 4cCEB 且 4 六 ,所 以 我 们 有 


ENV= (ENB )I (BNA)=AA%. 
4. 我 们 做 下 列 运算 
ENUNV= EN(A NB') 
= EN(AUB)C (利用 德 摩根 律 ) 
CENE。 (因为 BCAUB, 所 以 BCD (A4UB)°) 
一 @. 
为 了 证 明 等 价 关系 的 另 一 个 方向 ,假设 EB 按照 这 个 定理 的 条 件 是 不 连通 的 ， 


并 证 明 它 满足 定义 13.9. 因此 , 假设 存在 开 集 UV 和 V, 使 得 CUUV,ENUA8g 
且 ENVz8, 但 ENUNV= 8. 


设 4 = BNU,B 二 BNV. 证 明 连 通 性 的 性 质 就 是 使 用 逻辑 和 集合 论 的 问 


不 人 口 比 
日 


题 . 把 这 部 分 内 容留 作 练习 会 对 你 有 帮助 ， 试 着 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


1 证 明定 理 13.11 的 另 一 个 方向 
(Se 


1. A=ENUZzZ ,B= 大 
2. AUB= (BEBnD)IUBnTP = EN 二 马 , 因为 BCUUV. 
3. ANB= (ENUVN(ENV) Cc (ENN = ENVNU = 8%, 
ANB= N(ENV) C (ENWN = ENVNU = 


定理 13.12 ( 实 直线 上 的 连通 集 ). 
了 月 的 子 集 媚 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 给 定 的 两 点 Z,VE 已 和 任意 给 定 
的 zE 民 ， 如果 xX<z<y， 那么 zx 6E 五. 
O 证 明 . 我 们 需要 证 明定 理 的 两 个 方向 : 


连通 一 > 包含 所 有 中 间 点 ， 
包含 所 有 中 间 点 一 > 连通 . 
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证 明 每 个 方向 的 逆 否 命题 会 更 容易 些 ， 即 


至 少 不 包 含 一 个 中 间 点 一 > 不 连通 ， 


对 于 这 个 证 明 ， 使 用 定义 13.9 比 定理 13.11 更 简单 . 

首先 假设 存在 x,y EeE 忆 和 zeE 恨 使 得 zx<z<y, 但 z9B. 设 A 是 马 中 所 
有 小 于 z 的 数 的 集合 ， 因 此 4 = BN(-o0,z); 设 妃 是 已 中 所 有 大 于 > 的 数 的 
集合 ， 因 此 B =nN(z,o00). 那么 加 = AUB, 并 且 4 和 B 都 是 非 空 的 (因为 
TEh 且 ye B) 注意 AC (-00,z) 且 BC(z,00), 而 且 (--00,z) 和 (z,oco) 
是 分 离 的 ， 所 以 根据 定理 13.8，A 和 B 也 是 分 离 的 .因此 5 是 两 个 非 空 分 离 集 

现在 假设 媚 是 不 连通 的 , 那么 存在 非 空 分 离 集 4 和 B 使 得 巨 = AUB. 至 少 
有 一 个 元 素 ze A， 至少 有 一 个 元 素 ye B. 我 们 知道 zx 关 y (否则 A4NB 关 多)， 
因此 可 以 不 失 一 般 性 地 假设 x < y.( 如 果 x > y, 证 明 依然 有 效 ， 只 需 交 换 4 和 
B 即 可 ) 令 


z=sup{aE A|xz<a<y}= sup(AN lz,y)). 


我 们 想 证 明 这 个 z 不 是 马 的 元 素 . 从 根本 上 说 ， 我 们 要 利用 4 和 B 的 分 
离 性 来 证 明 这 两 个 集合 之 间 存 在 “东西 ”( 那么 这 个 “东西 ”就 不 在 互 中 ) 证 明 
z 4 B 并 不 难 ， 接 下 来 如 果 > 和 4， 那 就 非常 好 了 . 否则， 我 们 就 取 一 个 充分 接 
近 于 z 的 元 素 z1， 使 其 既 不 在 4 中 也 不 在 B 中 . 

为 了 给 出 严格 的 论证 ， 我 们 注意 到 4m [z,y] 是 有 上 界 的 (vy 即 是 上 界 )， 
此 由 定理 10.10 可 知 ,，z € AN [|z,y = 4N [|z,y， 于 是 ze 4， 那么 > 不 可 能 是 
B 的 元 素 (否则 A4NB 关 儿 )， 我们 知道 z < z < y, 并 且 z 关 y (因为 4B)， 
所 以 zx<z<y. 

现在 有 两 种 可 能 的 情形 . 

情形 1. 如 果 > 和 4， 那么 z 关 x， 因此 x < >z < 另外 ,，z 4 B， 所 以 
z ¥ 马 ， 这 正 是 我 们 想 要 证 明 的 . 

情形 2. 如 果 z < 4A, 那么 z 44B (否则 ANMB# 了 @)， 因为 z 不 是 B 的 
极限 点 ， 所 以 z 一 定 存在 一 个 不 与 B 相交 的 邻 域 , 这 意味 着 存在 r+ > 0， 使 得 
(z 一 7,Z 十 7) 站 B= .选取 一 个 zi € (z,z 十")， 使 得 z < zi <y (注意 ， 因 为 
zB， 所 以 纪 关 yy)， 所 以 xz <z<y， 另外 ,zi 严格 大 于 AN [z,yl 中 的 任 
何 元 素 ( 因为 z1 > z = sup An [x,y|)， 因 此 它 不 可 能 包含 在 ANn [zx,y| 中 . 显然 
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有 ZE [zx,y]， 这 意味 着 zi 不 可 能 是 4 的 元 素 . 因此 x4 NA4 且 4B,， 所 以 
Z1 ¢ Eb. 


推论 13.13 ( 开 区 间 和 闭 区 间 都 是 连通 的 ). 
每 个 开 区 间 (a,b) 和 每 个 闭 区 间 [a,0| 都 是 连通 的 . 


证 明 . 开 区 间 和 闭 区间 都 是 RR 的 子 集 . 根据 定义 ,它们 包含 a 和 5 之 间 的 所 有 实 
数 ， 因 此 ， 给 定 (a,0) 或 [a,0]| 中 的 x 和 wy, 满足 x <z<y 的 所 有 ze RR 都 包 
含 在 该 区 间 中 . 于 是 ， 根 据 定理 13.12， 这 些 区 间 是 连通 的 . 


这 一 章 结 束 了 我 们 对 拓扑 学 的 研究 ， 你 已 经 学 习 了 大 量 的 新 定义 ， 希望 在 此 
过 程 中 你 学 到 了 一 些 处 理 它们 的 技巧 ， 无 论 将 来 何 时 遇 到 使 用 新 定义 的 问题 ， 你 
都 应 该 先 试 着 完全 理解 该 定义 ， 然 后 再 将 其 应 用 于 解决 问题 . 用 文字 和 符号 写 出 
其 含义 ， 考察 一 些 基本 的 例子 ， 了 解 它 在 及 或 R* 中 是 如 何 发 挥 作用 的 ， 并 绘制 
一 些 图 形 . 

你 会 注意 到 ， 一 般 度量 空间 X 的 相关 内 容 与 RR 或 R* 的 相关 内 容 能 很 好 地 
融合 . 尽管 实 分 析 主要 研究 实数 , 但 关于 一 般 度 量 空间 的 拓扑 学 知识 也 同样 有 用 . 

接 下 来 要 出 场 的 是 : 序列 ! 太 令 人 兴奋 了 ! 
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我 们 通过 考察 收敛 的 概念 来 开始 对 序列 和 级 数 的 研究 , 基本 问题 是 ,“ 当 一 个 
序列 趋向 于 无 穷 时 ， 它 能 否 任意 接近 于 某 个 点 ?” 

虽然 在 第 2 章 中 引入 了 序列 ， 但 我 们 首先 应 该 给 出 一 个 更 正式 的 定义 ， 该 定 
义 要 基于 我 们 在 定义 8.3 中 所 了 解 的 函数 . 


定义 14.1 (序列 ). 
度量 空间 入 中 的 序列 就 是 一 个 函数 : 


f:N oO X,f :np, 


其 中 pr EX，vn EN 我 们 把 序列 表示 为 {pn} 或 p1,p2,…. 
该 序列 所 有 可 能 值 的 集合 称 为 {pn} 的 范围 . 如 果 序 列 的 范围 在 XX 中 有 界 
(根据 定义 9.3 )， 那 么 该 序列 就 是 有 界 的 . 


例 14.2 (序列 ). 

根据 这 个 定义 ， 每 个 可 数 集 都 可 以 构成 一 个 序列 .特别 是 ，Q@ 可 以 排 成 一 个 
序列 ， 但 是 RR 不 能 . 

记 住 ， 所 有 序列 的 长 度 都 是 无 限 的 ， 但 如 果 序 列 中 有 重复 元 素 ， 那 么 序列 的 
范围 可 能 是 有 限 的 ， 例 如， 集合 {1} 本 身 并 不 是 一 个 序列 ， 但 是 我 们 可 以 通过 写 
成 1, 1 1 …… 使 其 成 为 序列 . 

我 们 看 一 下 度量 空间 及 中 的 以 下 序列 : 


1. 如 果 对 于 任意 ne N 均 有 su = +, 那么 {sn} 的 范围 是 集合 {1, 二 
这 个 范围 是 无 限 且 有 界 的 ( 因为 任意 两 个 元 素 之 间 的 距离 < 1 ) 因此 我 们 说 {s,,} 
是 有 界 的 . 

2. 如 果 对 于 任意 me N 均 有 sn =n2, 那么 {sn} 的 范围 是 集合 {1,4,9,…}. 
这 个 范围 是 无 限 且 无 界 的 ( 因为 数 越 来 越 大 ) 因此 我 们 说 {s,} 是 无 界 的 . 

3. 如 果 对 于 任意 ne N 均 有 sw = 1+ C 灾 ， 那 么 {s,} 的 范围 是 集合 
{0, 2 ,5,.…}U {3,3,7,.…}， 这 个 范围 是 无 限 且 有 界 的 ( 因为 任意 两 个 元 素 之 
间 的 距离 < 3 ) 因此 我 们 说 {s,} 是 有 界 的 . 
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4. 如 果 对 于 任意 mm EN 均 有 sn =1,， 那么 {sn} 的 范围 是 集合 {1}. 这 个 范 
围 是 有 限 且 有 界 的 ( 因为 任意 两 个 元 素 之 间 的 距离 < 0 ) 因此 我 们 说 {s*} 是 有 
界 的 . 

5. 在 这 个 例子 中 , 我 们 将 使 用 度量 空间 C 而 不 是 及 . 如 果 对 于 任意 EN 均 
有 sn = 二 说 (其 中 这 = 一 1, 见 第 6 竟 ) 那么 {sn} 的 范围 就 是 集合 {i, 一 1, 一 i,1}. 
这 个 范围 是 有 限 且 有 界 的 ( 因为 任意 两 个 元 素 之 间 的 距离 < 2 ) 因此 我 们 说 {5,,} 
是 有 界 的 . 


定义 14.3 (收敛 ). 

设 {pn} 是 度量 空间 和 中 的 任意 一 个 序列 . 如果 对 于 任意 e > 0， 存 在 某 个 
自然 数 N， 使 得 对 于 每 一 个 大 于 等 于 N 的 n 均 有 d(pnp) <e， 那么 {pn} 就 收 
伍 到 点 pe 了， 我们 把 p 称 为 {p,} 的 极限 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


ve>0, 3N EN 使 得 风 > N 一 > d(pn,p) < e， 


那么 我 们 记 lim ,pn 二 p (或 简写 为 pn 一 p) 
如 果 序 列 {pn} 不 收敛 到 任何 PEX， 那 么 {pn} 发 散 . 


区 别 . 极限 不 是 极限 点 ， 前 者 与 序列 有 关 ， 而 后 者 与 拓扑 有 关 .， 但是， 这些 
念 是 有 关联 的 ， 正 如 我 们 稍 后 将 在 本 章 看 到 的 那样 . 

这 与 ve 和 3N 有 什么 关系 呢 ? 为 了 让 {pa} 收敛 到 p， 需 要 确保 以 下 论述 成 
立 : 给 定 任意 小 的 距离 e, 存在 一 个 下 标 N, 使 得 序列 中 下 标 大 于 等 于 N 的 每 一 
个 元 素 与 极限 p 的 距离 都 小 于 e.( 有 时 你 会 看 到 N。, 这 是 为 了 强调 下 标 N 取决 
于 距离 e) 

例如 , 如 果 恨 中 的 序列 {p;} 收敛 到 数 1, 那么 存在 某 个 数 N 使 得 pr, pn41， 
pN42,"… 介 于 0.9 和 1.1 之 间 . 同样 地 , 存在 另 一 个 数 N 使 得 pn,pN41,PN42,… 
介 于 0.95 和 1.05 之 间 ， 等 等 ， 因 为 这 对 每 一 个 可 能 的 距离 e 都 成 立 ， 所 以 我 们 
确信 该 序列 会 无 限 接近 于 点 1 (虽然 它 可 能 永远 不 会 真正 “接触 到 ”1 ). 

NN 挑战 . 下 面 给 出 另 一 种 思路 :为 了 证 明 序 列 收 敛 到 pz, 你 需要 完成 N。 挑战 . 
你 的 朋友 说 “e 是 0.1”， 那 么 你 必须 找到 一 个 自然 数 N 使 得 pw, pri, PN+42,… 
与 p 的 距离 小 于 0.1. 然后 你 的 朋友 说 “好 吧 ， 这 个 很 简单 . 现在 让 e = 0.00456 ， 
哈 !” 你 需要 保持 冷静 ， 并 找到 另 一 个 自然 数 N 使 得 pw,pw+lpwit2… 与 p 的 
距离 小 于 0.00456. 你 的 朋友 一 直 用 不 同 的 e > 0 值 来 挑战 你 , 而 你 必须 找到 一 个 
有 效 的 N 来 做 出 回应 . 
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最 终 ， 你 的 朋友 非常 狗 儿 地 编写 了 一 个 计算 机 程序 ， 持 续 不 断 地 抛 出 。 的 随 
机 值 : 3,0.241, 100, 站 ， 等 等 ,它们 的 数量 是 无 限 的 , 而 你 人 工 查找 N 的 速度 无 
法 跟 上 计算 机 ， 现 在 ， 你 必须 以 其 人 之 道 还 治 其 人 之 身 . 

你 决定 编写 自己 的 程序 ， 它 可 以 接收 任何 。> 0， 并 自动 找到 数 N 使 得 
prypN41)pN42,… 与 p 之 间 的 距离 小 于 e 为 此 ， 必 须 说 明 对 于 任何 可 能 的 e， 
如 何 查找 相应 的 N， 你 告诉 它 如 何 找到 N-: 这 个 自然 数 是 输入 值 e 的 函数 ， 例 
如 ，N = [5 二 号] 可 能 会 适用 于 某 些 序列 

如 果 这 是 可 能 的 (也 就 是 说 ， 存 在 一 种 规则 可 以 找到 任意 给 定 的 。 > 0 所 对 
应 的 N ), 那么 你 就 完成 了 N。 挑战 .你 的 朋友 因 失 败 而 变 得 谦卑 ， 承 诺 永远 不 再 
打扰 你 (明年 也 不 会 忘记 你 的 生日 ) 你 开心 地 笑 了 ,因为 没有 什么 比 证 明 序列 收 
全 更 能 让 你 开心 的 了 . 


例 14.4 (收敛 ). 
我 们 看 看 上 一 个 例子 中 的 序列 ， 同 样 是 在 度量 空间 及 中 : 


1. 如 果 对 于 任意 ne N 均 有 sn = 幸 ， 那 么 {s%} 收敛 到 0. 

为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 为 每 一 个 e > 0 明确 地 找到 一 个 N， 使 得 对 于 所 
有 nn 之 NN 均 有 d(sn,0) < 6 注意,，d(sn,0) =|sn 一 0| = | 直 ， 所 以 只 要 ne > 1 
就 够 了 ， 我 们 希望 n > 上 ， 因 此 不 妨 令 N = || 十 1 上 取 整 函数 是 为 了 保证 N 
是 自然 数 ， 而 “+1” 是 为 了 保证 ne > 1 而 不 是 ne > 1. 

N = | +L1 的 整体 情况 看 起 来 要 比 实际 复杂 得 多 .我 们 要 说 的 是 ， 如 果 
< 二 34, 那么 令 N = 3， 因 为 让 二 二 都 小 于 3; 如 果 。 二 开 s， 那 么 令 
N = 102， 因 为 ii 0 都 小 于 55， 以 此 类 推 . 

注意 ,我 们 也 可 以 选择 N = [| 十 2, 或 者 和 N = | 站 +3， 等 等 只 要 N 是 
大 于 :的 自然 数 就 够 了 . 

我 们 可 以 像 下 面 这 样 严 格 地 陈述 该 证 明 . 对 于 任意 e > 0, 令 N = |i|++1. 
那么 对 于 每 一 个 n 之 NN 均 有 


1 1 1 1 
d(sn,, 0) = < 刘 = eT < r =|¢=¢. 
2. 如 果 对 于 任意 ne N 均 有 sn = n?， 那么 {5s} 是 发 散 的 . 
为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 错误 地 假设 存在 某 个 实数 p 使 得 s。 一 p， 然 


后 推导 出 矛盾 . 如果 sn 一 p， 那 么 对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 自然 数 NN 使 得 
1 > N 一 dud(swDp) <e 但 是 ,当即 > N 时 ，3= 四 世人 人 一 pl <e， 所 以 
In2| < lo 上 +e. 这 意味 着 p 的 绝对 值 (加 上 e ) 一 定 大 于 每 一 个 自然 数 的 平方 , 但 
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这 是 不 可 能 的 (除非 p 是 无 穷 大 ， 但 无 穷 大 不 是 一 个 有 效 的 极限 )， 这 个 矛盾 表 
明 不 存在 p & 民 使 得 s,, 一 p. 


3. 如 果 对 于 任意 n € N 均 有 sn = 1 十 和 ， 那 么 {sa} 收敛 到 1 (参见 
图 14.1 和 图 14.2). 
S1 S38587 | 8386 $84 52 
R 
0 1 2 


图 14.1 序列 s% = 工 + 和 的 前 几 个 元 素 


1 23 4 5 6 7 


图 14.2 序列 s% = 1+ 秘 的 前 几 个 元 素 ， 这 次 对 应 ”绘制 


为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 为 每 一 个 e > 0 明确 地 找到 一 个 W， 使 得 对 于 所 
有 兄 >N 均 有 ds,1) <e 因为 
区 _ |(-bD7? |1 
d(sn, 1) = |sn =| nl ed es 


所 以 我 们 选择 N = |:| 十 1( 就 像 s,, = + 的 例子 那样 )， 这 是 一 个 不 错 的 选择 . 

注意 ,虽然 该 序列 在 其 极限 的 左右 两 侧 来 回 跳跃 ， 如 图 14.1 和 图 14.2 所 示 ， 
但 这 个 序列 仍然 是 收敛 的 ， 因 为 1 左 侧 和 右 侧 的 点 都 趋向 于 1. 

4. 如 果 对 于 任意 ne N 均 有 s,, 1， 那么 {5s%} 收敛 到 1. 

为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 需要 为 每 一 个 e > 0 明确 地 找到 一 个 N， 使 得 对 于 所 
有 nzN 均 有 d(sn,1) <e 因为 d(s%,1)=|1 一 1|=0<e 对 任意 ce>0 均 成 
立 ， 所 以 令 NN = 1 即 可 (或 任意 一 个 Ne N 都 可 行 ) 
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5. 在 这 个 例子 中 ， 我 们 重新 回 到 度量 空间 C.， 如果 对 于 任意 n € N 均 有 
sm 一 这， 那么 {sn} 是 发 散 的 . 

正如 你 在 图 14.3 中 所 看 到 的 , 这 个 序列 不 收 和 敛 的 原因 是 它 的 任意 两 个 元 素 之 
间 的 距离 都 大 于 e = 1. 


Im(s,) 


Rel(sn) 


14.3 序列 sv* = 站 的 所 有 四 个 元 素 . sw” 中 不 存在 与 i 的 距离 小 于 等 于 e = 1 的 其 他 元 素 


现在 严格 地 证 明 这 一 点 : 如 果 {5,,} 有 一 个 极限 p， 那 么 对 于 任意 e> 0， 存 
在 一 个 N EX 使 得 d(s,,,p) <e 对 每 一 个 n > NN 均 成 立 ， 由 于 上 述 结论 对 每 一 
个 e> 0 均 成 立 ， 因 此 对 于 给 定 的 e > 0， 该 结论 对 5 也 是 成 立 的 ， 于 是 我 们 可 
以 得 到 

d(sn;, sn41) < d(sn,p) + d(p,sn+1) < 十 一 6. 

(这 个 关于 的 技巧 会 经 常用 到 . ) 

但 是 ， 因为 这 个 序列 是 重复 的 , 所 以 对 于 每 一 个 Ne N, 存在 某 个 > V 使 
得 s% =i 于 是 ， 当 e= 1 时， 


d(sn sn+1) = d(i,1)> 1=&€. 
这 是 一 个 矛盾 .因此 s,, 不 可 能 有 这 样 的 极限 2. 


注意 ， 在 度量 空间 X = 及 中 ， 我 们 知道 序列 sn = 收敛 到 0， 但 是 如 果 我 
们 把 s,, 看 作 度 量 空 间 X = 民 \ {0} 的 一 个 子 集 ， 那 么 sn 不 会 收敛 到 X 的 任何 
点 ， 因 此 ， 记 作 “s 在 关中 收敛 ”始终 要 比 “s 收敛 ”更 加 精确 〈 但 我 们 都 很 
懒 ， 通常 只 写 “s,, 收敛 ”) 
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序列 {pa} 的 范围 是 一 个 集合 ， 它 实际 上 是 {pn} 所 在 度量 空间 X 的 子 集 . 
在 第 9 章 中 ， 我 们 学 习 了 度量 空间 子 集 的 极限 点 .在 本 童 中， 我 们 学 习 了 序列 的 
极限 ， 我 们 自然 会 提出 以 下 问题 : 序列 {pn} 的 极限 与 {pa} 的 范围 的 极限 点 有 什 
么 区 别 ?( 回顾 定义 9.9， 集 合 的 极限 点 是 一 个 点 ， 其 每 个 邻 域 都 至 少 包含 集合 


首先 ，p 一 p 并 不 意味 着 p 是 {pn} 的 范围 的 极限 点 .为 了 看 清 这 一 点 ， 对 
于 每 一 个 ne N, 令 p, =1, 则 {p,} 是 序列 1,1,1,…，, 其 范围 为 集合 {1}. 正如 
我 们 在 前 面 的 例子 中 所 看 到 的 ， 这 个 序列 是 收敛 的 .但 是 p = 1 并 不 是 集合 {1} 
的 极限 点 ， 因 为 p 的 每 一 个 邻 域 都 只 包含 集合 {1} 中 的 一 个 点 ， 即 1 本 身 . 

另外 , p 是 {pa} 的 范围 的 一 个 极限 点 并 不 意味 着 pn 一 p， 为 了 看 清 这 一 点 ， 
对 于 每 一 个 全 间 大 多 二 全 人 一 则 所) 是 导 关 =2 
其 范围 为 集合 { 一 2, 一 4, 一 6,.…}U {3,5,7,…}， 从 图 14.4 和 图 14.5 中 可 以 看 
出 ,这 个 序列 不 收敛 . (为 什么 ? 对 于 任意 ne NN, |p, 一 pay1| > 2, 所 以 我 们 找 不 
到 一 个 N 使 得 |p 一 pa| <e 对 所 有 n> 均 成 立 . ) 但 p=1 是 {pn} 的 范围 的 
一 个 极限 点 ， 因 为 对 于 任意 7 > 0， 我 们 根据 阿 基 米 德 性 质 可 以 找到 满足 nr > 1 
的 neN. 于 是 1-7r<1+。<1I+7r， 因 此 点 1++ 上 EN() (这 里 的 m” 必须 
是 偶数 ， 如 果 我 们 根据 阿 基 米 德 性 质 找 到 的 满足 nr > 1 的 n 是 奇数 ， 那 就 选择 


pl PpP3p5 Pe6p4 p2 


_9 志和 J 0 1 2 
图 14.4 序列 pn = (1)” + 和 2 的 前 几 个 元 素 


14.5 序列 pa = (1)”+ 2” 的 前 几 个 元 素 ， 这 次 根据 n 来 绘制 
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这 表明 序列 的 极限 与 其 范围 的 极限 点 不 同 ， 它们 看 起 来 仍然 很 相似 ， 正 如 下 
一 个 定理 所 示 , 序列 的 极限 还 有 另 一 种 定义 ( 它 更 类 似 于 我 们 在 定理 9.11 中 看 到 
的 极限 点 的 性 质 ). 


定理 14.5 (收敛 的 另 一 种 定义 ). 
设 {pn} 是 度量 空间 X 中 的 任意 一 个 序列 ，{pn} 收 化 到 p < 入 ， 当 且 仅 当 
对 于 p 的 每 一 个 邻 域 ， 在 该 邻 域 外 只 存在 {pn,} 的 有 限 多 个 元 素 . 


证 明 . 假设 p,, 一 2， 那么 对 于 任意 e > 0， 存 在 N es N， 使 得 只 要 n > N 就 有 
d(pn;p) < ce 换 句 话说 ， 当 n> N 时 ，p， 到 p 的 距离 小 于 e， 所 以 对 于 每 一 个 
n 之 NN 均 有 p,,&E N.(p)， 那么 pj, & Ne(p) 意味 着 < N. 因为 N 是 一 个 固定 的 
有 限 数 ， 所 以 小 于 NN 的 自然 数 只 存在 有 限 多 个 ,那么 {p,} 中 只 有 有 限 多 个 元 素 
不 在 N.(p) 中 .因为 这 对 每 一 个 e > 0 都 成 立 ， 所 以 对 于 p 的 每 一 个 邻 域 ， 上 述 
结论 均 成 立 . 

反 过 来 ,假设 p 的 每 一 个 邻 域 都 包含 {p,,} 中 除了 有 限 多 个 元 素 之 外 的 所 有 
元 素 . 那么 对 于 给 定 的 e > 0, 存在 一 个 由 {p;,} 中 有 限 多 个 元 素 构成 的 集合 {p;}， 
其 中 每 个 p; 都 不 属于 N.(p)， 由 于 {pi} 是 有 限 的 ， 所 以 我 们 可 以 取 最 大 下 标 NN 
那么 对 于 每 一 个 n>.N 十 1 均 有 pn e N.(p)， 即 d(pn,p) < e， 因为 这 对 每 一 个 
e > 0 均 成 立 ， 所 以 我 们 有 p,, 一 2. 


下 一 个 定理 证 明了 如 果 一 个 序列 收 全 ,那么 它 的 极限 是 唯一 的 . 


定理 14.6 (极限 的 唯一 性 ). 
设 {pn} 是 度量 空间 对 中 的 任意 一 个 序列 ， 如 果 pn 同时 收敛 到 p E 七 
和 p' EX， 那 么 p =p. 


证 明 . 这 里 我 们 会 用 到 一 个 在 实 分 析 中 反复 出 现 的 论证 ， 其 基本 思路 是 ， 如 果 pr 
可 以 任意 地 接近 p 和 p'， 那么 在 某 一 步 之 后 ,pn 就 开始 任意 地 接近 它们 . 在 这 种 
情况 下 ，p 和 7 也 必须 彼此 任意 接近 . 
对 于 任意 e > 0， 我 们 可 以 将 收敛 的 定义 应 用 于 5， 从 而 得 到 两 个 自然 数 NN 
N'， 使 得 


nzN 一 d(pn,p) <$, 

nzN’ = d(pn,p)<s 
注意 ， 不 一 定 与 N' 相同 ， 因 此 不 能 保证 "” > N' 一 > d(pn,p) < 5. 但 是 , 我 
们 可 以 取 两 者 的 最 大 值 ， 因 此 当 n > max{N, N' 时, 我 人 有 n>N 且 n>N'， 
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所 以 
d(p,p) < d(p,pn) + d(pn,p) <F+§=e. 
( 注意 ， 因 为 我 们 选择 $ 作为 两 个 极限 的 任意 小 距离 ， 所 以 这 一 步 最 终 恰好 
得 到 了 e， 如 果 要 证 明 三 个 极限 的 唯一 性 ， 那 么 我 们 会 想到 使 用 $ 作为 每 个 极限 
的 任意 小 距离 ， 这 样 就 可 以 得 到 $+ $=c.) 
因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 d(p,p') = 0.〈 在 实数 集 上 的 证 明 参 见 
例 2.2， 同 样 的 论证 适用 于 任何 度量 空间 X. ) 于 是 ,根据 定义 9.1，z = 2. 


你 可 能 已 经 注意 到 , 在 例 14.4 中 ,我 们 看 到 的 每 个 收敛 序列 都 是 有 界 的 . 这 
是 一 个 普 吉 的 事实 ,我 们 将 在 下 一 个 定理 中 给 出 证 明 . 

其 逆 否 命题 应 该 非常 直观 .如 果 一 个 序列 的 范围 是 无 界 的 (比如 sn = 2 )， 
那么 该 序列 肯定 不 收敛 . 

但 要 注意 ， 其 逆 命 题 是 不 成 立 的 .正如 我 们 之 前 看 到 的 ， 序列 s% = 这 是 有 
界 的 ， 但 它 不 收敛 . 


定理 14.7 (收敛 一 > 有 界 ). 
设 {pn} 是 度量 空间 X 中 的 任意 一 个 序列 .如 果 {pw} 收敛， 那么 {pn,} 是 
有 界 的 . 


证 明 . 为 了 满足 定义 9.3， 我 们 需要 找到 一 个 点 g € X 和 一 个 数 M e 恨 ， 使 得 
d(pn,9) < M 对 任意 me 均 成 立 ， 由 于 {fpn} 是 收敛 的 ， 所 以 它 可 以 任意 地 接 
近 其 极限 p e X. 因此 ，p 与 每 一 个 pn 的 距离 都 很 小 ， 这 样 我 们 自然 想到 在 证 明 
中 试 着 令 g = 7 

令 e=1， 那 么 存在 某 个 N es N， 使 得 d(p,,p) < 1 对 每 一 个 n > NN 均 成 
立 ， 当 n<N 时 ，p 均 与 p 相距 一 段 距离 ， 由 于 满足 n < N 的 n 只 有 有 限 多 
个 ， 所 以 我 们 可 以 取 最 大 距离 . 令 


Te max{d(p1, p), d(p2, p), es , d(pN-1,D), 1}. 
于 是 ， 对 于 任意 ne N 均 有 d(pn,p) < r+， 因此 {pn} 是 有 界 的 . 


下 面 的 定理 具体 地 将 集合 的 极限 点 与 序列 的 极限 联系 起 来 .这 样 我 们 就 可 以 
应 用 在 前 几 章 中 所 学 的 关于 极限 点 的 知识 来 得 到 一 些 有 趣 的 推论 . 
定理 14.8 (收敛 到 极限 点 ). 

设 马 CX 且 p 是 万 的 一 个 极限 点 ， 那 么 刀 中 存在 一 个 收敛 到 p 的 序 
列 {pn}. 
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注意 ,极限 点 p 可 能 在 中， 也 可 能 不 在 瑟 中 ， 如果 了 有 已 ， 那 么 我 们 说 
{pn} 在 关中 收敛 , 但 不 在 巨 中 收敛 (因为 它 的 极限 p 在 X 中 , 但 不 在 台中 》 


证 明 . 因为 p 的 每 个 邻 域 都 至 少 包 含 互 的 一 个 元 素 ， 所 以 对 于 任意 me N 存在 
如 的 一 个 点 pn es Nz (p)， 即 d(pa,p) < 二 我 们 按照 这 种 方式 来 定义 序列 {p}. 
对 于 任意 e> 0, 令 N = [| 十 1， 那么 对 于 任意 n> N， 我 们 有 


1 _1 1 
d(pn,p) <—<H= < 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 mn 一 p. 


这 看 起 来 很 眼熟 ， 不 是 吗 ? 我 们 曾 在 例 14.4 中 使 用 相同 的 N 来 证 明 s,, = 
收敛 到 0 这 是 怎么 回 事 ? 在 这 个 证 明 中 , 我 们 在 互 中 构造 了 一 个 点 列 {p,}， 其 
中 第 nn 个 元 素 到 p 的 距离 小 于 序列 s, = 工 的 第 n 个 元 素 ， 由 于 s = 1 收敛 
到 0， 所 以 p, 和 p 之 间 的 距离 也 收敛 到 0. 


推论 14.9 ( 紧 集 的 无 限 子 集中 的 序列 ). 
设 KK 是 一 个 紧 集 , 万 是 KK 的 任意 一 个 无 限 子 集 ， 那 么 已 包含 一 个 收敛 到 
K 中 茶点 的 序列 . 


同样 地 ,注意 , 极限 点 p 可 能 不 在 中 .在 这 种 情况 下 ,我们 说 {ps} 在 到 
中 收敛 ， 但 不 在 三 中 收敛 . 


证 明 . 根据 定理 11.13， 因 为 是 紧 集 ， 所 以 的 任意 一 个 无 限 子 集 五 都 有 一 
个 极限 点 pe 天 .根据 定理 14.8， 互 包含 一 个 收敛 到 这 个 点 PE K 的 序列 . 


推论 14.10 (有 界 无 限 实数 集中 的 序列 ). 
RR* 的 每 个 有 界 无 限 子 集 忆 都 包含 一 个 收敛 到 RR* 中 茶点 的 序列 . 


证 明 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (定理 12.8), 因为 马 在 R* 中 是 有 界 且 无 限 的 , 所 
以 它 有 一 个 极限 点 pe R*. 根据 定理 14.8， 思 包含 一 个 收敛 到 这 个 点 PE 了 Rs* 的 
序列 . 


正如 最 后 这 些 推论 所 说 , 序列 无 处 不 在 ! 它们 可 以 与 拓扑 结构 很 好 地 交互 , 而 
且 和 的 序列 〈 称 为 级 数 ) 还 与 积分 的 计算 有 关 . 

虽然 收敛 年 看 似乎 是 一 个 比较 局 限 的 话题 ， 但 事实 证 明 它 是 一 个 丰富 且 广 泛 
适用 的 概念 . 在 下 一 章 中 , 我 们 将 更 详细 地 研究 序列 .〈 事 实 上 ， 这 就 是 我 们 在 接 
下 来 的 四 章 中 要 做 的 ， 耶 ， 真 有 趣 ! ) 
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在 本 章 中 , 首先 考察 序列 的 极限 是 如 何 与 代数 运算 ( 如 加 法 ) 相互 作用 的 . 然 
后 ,我 们 将 研究 子 序列 ， 它 听 起 来 就 像 : 子 集 的 类 似 物 ， 但 它 是 用 于 序列 的 . 

事实 证 明 ， 当 我 们 把 两 个 收敛 序列 相 加 时 ， 新 序列 仍然 是 收敛 的 ， 它 的 极限 
就 是 两 个 原始 极限 之 和 ,， 对 于 数 乘 、 乘 法 和 除法 运算 也 是 如 此 . 

当然 ,我 们 不 可 能 在 任意 度量 空间 X 中 都 应 用 这 些 运 算 ( 加 法 等 )， 因为 X 
可 能 不 支持 它们 (请 记 住 ， 度 量 空间 必须 具有 的 唯一 运算 是 距离 函数 4 )， 因 此 ， 
我 们 将 这 些 性 质 限制 在 R* 或 C 上 . 

实际 上 , 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 证 明 在 恨 中 的 性 质 〈 稍 后 我 们 可 以 轻松 地 对 
其 进行 推广 ) 
定理 15.1 (R 中 极限 的 代数 运算 ). 

设 {sn} 和 {th} 是 恨 中 任意 两 个 序列 ， 如 果 limn ;wo sn = 5s,limn yo 如 三 也 
那么 

1. limn (sn tn) = s+t. 

2. 对 于 任意 cE RR, lim,, ywo csn 二 Cs 且 lim, ywo(C++ sn)= c++s. 

3. lim, yw Sntn = st. 


4. 如 果 s 关 0 且 对 于 任意 nnEN 均 有 sn 关 0， 那么 limn yw 走 二 1. 
证 明 . 对 于 每 个 序列 ， 我 们 要 证 明 它 收敛 到 正确 的 极限 . 


1. 我 们 将 使 用 与 定理 14.6 相同 的 证 明 技巧 . 给 定 任意 。 > 0， 因 为 {s} 
和 {t} 都 收敛， 所 以 存在 Ni, Ns Ee N 使 得 


nzN: 一 | 一 5| < 和， 
令 N = max{Ni, Va}+， 对 于 所 有 史 > N， 我 们 有 
|(sn t+tn)— (s+t)|= |(sn — §)+ (tn —t)| 
<|sn—s|+|t,—t <$+4 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 都 成 立 ， 所 以 有 sn 十 tn 一 s 十 
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2. 如 果 c = 0, 证明 这 条 性 质 非常 容易 。 对 于 任意 n 之 0 均 有 cs = 0， 
此 ， 对 于 给 定 的 e> 0， 我 们 有 


lcsn 一 cs| = |0-0| = 0 < #e. 
如 果 c 关 0， 给 定 任意 。> 0， 因 为 {s%} 收敛 ， 所 以 存在 N < N 使 得 


nzN 一 |< 
加 


那么 ， 对 于 所 有 n > N， 我 们 有 
lcsn—cs|=|cl|s»—s|< ld (§) 一 6. 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 我 们 有 cs 一 cs. 
另外 ,给 定 任意 e > 0， 因 为 {s%} 收敛 ,所 以 存在 Ne N 使 得 


nzN 一 |(c+sn)—(ci+s)|=|(c—c)+(sn—s)|=|sn—s|<e. 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 我 们 有 c+ sn 一 c 十 s.( 或 者 ,我 们 可 以 使 
用 常数 序列 t= c 并 利用 性 质 1. ) 

3. 这 条 性 质 的 证 明 有 些 环 手 ， 我 们 可 以 让 |s,, 一 s| 和 | 如 一 t 任意 小 ， 因 此 
使 用 Ve 可 以 得 到 |s 一 引入 一 t < (Ve(Ve) = ce 然而 ， 我 们 真正 需要 证 明 的 
是 |sn 如 一 st < 6. 


通过 化 简 第 一 个 乘积 ， 我 们 得 到 了 下 面 的 不 等 式 


[sn — s|ltn —t| = |(sn — s)(tn, —)| 
= |sntn — stn, — tsn + st| 
= |(sntn — st) — (stn + tsn — 2st)| 


> |sntn — st| — |st, + tsn — 2st|, 


从 而 有 


|sntn — st| < |sn — s||tn — t+ |stn + tsn — 2st|. 


这 正 是 我 们 想 要 的 ， 但 却 多 了 一 个 讨厌 的 添加 项 |st,, 十 tsn 一 2st|. 
利用 前 两 条 性 质 ， 我 们 知道 st,, 一 st 且 tsn 一 ts (因为 s,t 都 是 RR 中 的 常 
数 )， 所 以 
stn++tsn — 2st — st+i+ts—2st=0. 
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换 句 话说， 对 于 任意 e > 0, 存在 某 个 We N, 使 得 当 n > N 时， 有 |s 如 十 tsn 一 
2st| < #e. 

下 面 给 出 严格 的 证 明 . 给 定 任意 e > 0， 因 为 {ss} 和 {tn} 都 收敛 ， 所 以 存 
在 Ni, Na EN 使 得 


nzN = |s 一 s|< /5 


让 I 一 | < VE 


同样 地 ， 因 为 st 十 ts 一 2st 一 st 十 ts 一 2st 一 0， 所 以 存在 Na EN 使 得 
n>zN3 = |stn+tsn— 2st| < 和. 
令 N = max{JNi, No, Ns3}， 那 么 对 于 所 有 的 nN 均 有 
|sntn — st| < |sn — slt, —tl+|st, + ts — 2st| 
“(DVDs 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 我 们 有 sn 如 一 st. 
4. 不 太 精 确 地 说 , 我 们 可 以 利用 的 是 |s% 一 s| <。, 要 证 明 的 是 


< CE 


一 工 
S 


注意 | 土 一 下 =|sn 一 s| | 二 |. 极限 s 是 一 个 很 容易 消去 的 常数 ， 所 以 我 们 要 找 
到 一 种 方法 来 消去 |sn|， 注 意 到 


1 
S 


|s|—|sn|<|s—s,|=|s»—s|<e, 


因此 ， 如 果 令 。 = 3|s|， 那 么 |sn| > 引 s|. 
最 终 我 们 得 到 
1 


Sns 


2 


1s|2 


一 |s 一 3| <e 


所 以 我 们 要 选择 的 。 实 际 上 是 引 s|?e 
下 面 给 出 严格 的 证 明 ， 因 为 {s} 收敛， 所 以 存在 Ni < N 使 得 


>N = |sn—s|<#s|, 
所 以 |sa| > 大 s|， 同 样 地 ， 给 定 任意 e > 0， 存 在 Na se N 使 得 


n>N, 一 |sn—s|< is 
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令 N = max{Ni,N2}， 那 么 对 于 所 有 n 之 NN 均 有 


1 a 
|< (af 名) 
因为 这 对 每 一 个 。> 0 均 成 立 ， 所 以 我 人 有 二 二 1 

为 了 把 这 些 结果 推广 到 R* 上 ， 我 们 必须 首先 考察 实 向 量 的 收敛 性 . 
定理 15.2 ( 实 向 量 的 收敛 性 ). 

设 Zr =(al aa ai) 是 下 中 的 向 量 . {zw} 收 仇 到 了 = (al az ,Qk) 
当 且 仅 当 对 于 1 到 之 间 的 每 一 个 7 均 有 lim oo Qj, = Qj. 

换 句 话说 ,一 个 实 向 量 序列 收敛 到 x 等 于 说 : 对 于 每 一 个 维度 1 < 7 < 上， 
由 序列 中 每 个 向 量 的 第 7 个 分 量 组 成 的 序列 收敛 到 z 的 第 7 个 分 量 . 用 符号 来 
表示 ， 即 : 


1 1 


Sn 


=|sn—5| 


lim (Qi1,, 02,,: ,Qk = (lim am lim ww2 ，…: lim a, ) 
dm ( EA l 3 oo JR me "N00 


这 个 结果 似乎 很 明显 ， 如 果 大 个 序列 都 收敛 ,那么 由 这 大 个 序列 组 成 的 向 量 
也 收敛 例如， 如果 zu = (2,3)， 那 么 x 二 (0,3)， 但 如 果 zu = (1,3,m2)， 那 
么 x 不 收敛 ， 因 为 即使 它 的 前 两 个 分 量 都 收敛 ， 第 三 个 分 量 n? 也 不 会 收敛 


证 明 . 如 果 xz,, 一 xz， 那么 对 于 每 一 个 e > 0， 存在 NE N 使 得 


nzN 一 |zn 一 2 < 


根据 定义 6.10， 我 们 可 以 看 到 ， 对 于 1 和 上 之 间 的 每 一 个 7， 


la 一 axj| 二 V [ay 一 ajl? 


一 |zn 一 zZ| < 


对 任意 e > 0 和 任意 n > N 均 成 立 ， 因 此 ， 对 于 1 和 之 间 的 每 一 个 j 均 有 
Qj 一 0 

为 了 证 明 另 一 个 方向 ， 假 设 对 于 1 和 上 大 之 间 的 每 一 个 了 均 有 a 一 oj 填 
写 下 框 中 的 空白 来 完成 剩 下 的 证 明 .， 最 环 手 的 部 分 是 决定 使 用 什么 样 的 < 你 可 
以 尝试 倒 着 填 下 框 中 的 空白 ， 这 样 你 就 知道 应 该 使 用 什么 了 . 
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证 明定 理 15.2 的 另 一 个 方向 
对 于 1 和 于 之 间 的 每 一 个 7， 给 定 任意 e > 0， 存 在 使 得 


n> Ni 一 一 人 > la;, — Qj| < 


令 N= max{NVi, No,:… ,Ni}， 那 么 


[zn — 2| = \ [a;,, 一 ojl 


对 任意 e > 0 和 任意 > NV 均 成 立 ， 因 此 xz, 一 


根据 这 个 定理 , 我 们 现在 可 以 推广 定理 15.1 来 证 明 欧 几 里 得 空间 中 极限 的 一 
些 代数 性 质 . 


定理 15.3 (R* 中 极限 的 代数 运算 ). 

对 于 R* 中 的 任意 序列 {zw} 和 {yn} ,如果 lim yw Bn = ,limy yoo Yn = 二 YY， 
那么 

1. limn (zu Yn)= Ty. 

2. 设 {Bn} 是 了 中 收敛 到 6 的 任意 序列 ， 那 么 lm ,ow Bnzn = Bx. 

3. lim yo(zn yn) 二 2.Yy (利用 定义 6.10 中 定义 的 内 积 ) 


注意 ,这 些 性 质 与 及 中 极限 的 性 质 有 以 下 两 个 不 同 之 处 . 首先 ， 数 乘 运算 不 
仅 适用 于 数 ， 还 适用 于 数 的 序列 .( 如 果 想 得 到 纯 数 乘 运算 ， 那么 让 每 一 个 6,, 都 
等 于 c 即 可 ) 其次, 没有 极限 除法 的 性 质 ， 因 为 当 > 1 时 ，R* 中 没有 类 似 于 
除法 的 运算 (虽然 C 中 存在 除法 ). 
证 明 . 设 Tn 一 (Z1 22 ， Sr , Th, )， Yn = (V1,, Y2,,, te , Yj, ), 二 (ZX1, 7Z2， RS , Tk) 


y = (4,y2,… ,Vk)， 根 据 定理 15.2， 因 为 zs 二 z 且 名 全 所 以 对 于 1 和 大 
之 间 的 任意 一 个 j), 有 zj, 二 zj; 且 yj, 一 分: 
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1. 根据 定理 15.1 的 性 质 1， 我 们 知道 对 于 1 和 之 间 的 任意 一 个 7， 有 


Tj 十 Yi, 一 2j 十 yj， 于 是 


im (Zn Yn) 一 im (Za 十 UV1。， 必 2 十 UV2 "Tk, 十 Vk, ) 


= ( lim (cn + 4,), lim (za + Vo,), ee lim (zu + Yi)) 
(利用 定理 15.2 ) 
= (zi1+yi,r2T Yo ,Tk YE) = T+Yy. 
2. 根据 定理 15.1 的 性 质 3， 我 们 知道 对 于 1 和 之 间 的 任意 一 个 7， 有 


aT a Bz;j. 村 是 ; 


lim Br = lim (Bnz1,, Bnr2,,, es ,DZ ) 
即 一 co 即 一 co 
天 (lim Bnz1,, lim Bir2,,:*. , lim we) 
多 一 Oo 爷 一 Co 也 一 OO 


(利用 定理 15.2 ) 
= (Bx1, Pr2,:** ,Prxr) = BT. 


3. 这 个 证 明 与 其 他 性 质 的 证 明 相似 .把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


证 明定 理 15.3 的 性 质 3 
根据 定理 15.1 的 性 质 3， 我 们 知道 对 于 任意 1 < j < ， 有 


Tn Yin Es 于 是 

lim (zn Yn) = lim (zi 十 Za sya + 7 Lh, Yk ) 

也 一 Oo no0 

二 十 十 … 十 
(利用 的 性 质 1 ) 


= XT1Y1 十 Z272 十 十 ZK 二 


我 们 换 一 种 技术 含量 稍 低 ， 但 可 能 更 有 趣 的 方式 . 
定义 15.4 ( 子 序列 ). 
设 {pn} 是 度量 空间 X 中 的 任意 一 个 序列 ， {nk} 是 由 自然 数 构成 的 序列 ,其 


中 ma <7a<…:， 那么 ,序列 {pn,,} 是 {pn} 的 子 序列 . 
如 果 {pn,} 收敛 到 茶 个 peE ,那么 p 是 {pn} 的 子 序列 极限 . 
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这 里 的 序列 wx 就 是 一 列 递增 的 自然 数 . 例如 ,如 果 {nj} = 1,3,100,…， 那 
么 {pw} = Di,ps,pioo，, .索引 列表 mx 不 是 所 讨论 的 子 序列 ， 元 素 列 表 pn; 才 
是 子 序列 . 

由 于 {m4} 是 一 个 序列 , 所 以 它 一 定 是 无 限 的 . 因此 , 诸如 pt,pa,plioo…… 之 
类 的 是 {p,} 的 子 序列 ， 但 pi,ps,pioo 这 样 的 则 不 是 .〈 注 意 ， 没有 省 咯 号 表示 这 
个 列表 不 是 无 限 的 ， 因此 索引 1, 3, 100 本 身 不 是 一 个 序列 ) 这 意味 着 ， 跟 序列 一 
样 ， 子 序列 必须 是 无 限 延伸 的 . 


例 15.5 ( 子 序列 ). 
下 面 所 有 的 例子 都 放 在 度量 空间 及 或 C 中 考察 . 


1. 对 于 任意 ne€E N, 令 s, = 1, 对 于 任意 EN, 取 人 内 =25 一 1. 那么 , 子 
序列 {5%,} = si, 353,55,… ， 即 1,1,1,:…， 它 与 {sm} 本身 相同 . 

2. 对 于 任意 n € N, 令 s = 让， 对 于 任意 ke N, 取 n= 4k， 那么, 子 序 
列 {sn%} = s4; ss sl ， 即 111， 它 收敛 到 点 1. 所 以 , 1 是 {s%} 的 子 序 
列 极限 ， 但 它 不 是 {s%} 的 极限 . 

3. 对 于 任意 ne N, 令 p, = =D” ,对 于 任意 ke N, 取 n = 2k. 那 
么 , 子 序列 {pr} = p2,pa,pe,…， 妈 3， a ， 它 可 以 表示 为 {pw} = 1 十 去 : 
这 个 子 序列 收敛 到 点 I. 所 以 ,1 是 {p,,} 的 子 序列 极限 ， 但 不 是 oo 的 极限 . 

同样 地 ， 通 过 取 nx = 2k 一 1， 我 们 得 到 子 序列 {p;,,} = p1,ps,ps,…， 这 个 
子 序列 收敛 到 -1， 因 此 -1 也 是 {p} 的 子 序列 极限 . 

因此 ， 如 果 {p,} 在 两 个 “ 准 极限 ”之 间 “ 交 蔡 ”， 那 么 它 不 会 收敛 ， 但 这 些 
“ 准 极 限 ” 是 {p} 的 子 序列 极限 (再 看 一 看 图 14.4 和 图 14.5 ). 这 一 概念 将 在 
第 17 章 中 更 详细 地 加 以 探讨 . 


定理 15.6 (收敛 < 全 所 有 子 序列 均 收 敛 ). 
设 {ps} 是 度量 空间 X 中 的 任意 一 个 序列 ，{pi,} 收敛 到 p E 对， 当 且 仅 当 
{pn} 的 每 一 个 子 序列 都 收敛 到 p 


证 明 . 由 于 子 序列 就 是 {pa} 中 元 素 的 子 集 ， 因 此 子 序列 中 第 N 项 之 后 的 每 一 个 
元 素 与 p 之 间 的 距离 仍然 小 于 ce. 更 严格 地 说 : 如 果 p,, 一 p, 那么 对 于 任意 e > 0， 
存在 N se N 使 得 

nzN 一 dpn,p)<e 


由 于 mx 随 着 的 增加 而 变 大 , 所 以 有 > N 一 > ns 宝 ， 因 此 对 于 {pa} 的 每 一 
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个 子 序列 {p;,,}， 均 有 
kN — nz2N 一 dpn,p) <e. 


其 中 e 和 与 前 面相 同 ， 因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 我 们 有 pw, 一 7. 
证 明 的 另 一 个 方向 很 简单 . 由 于 {pa} 是 其 自身 的 子 序列 ( 即 nx = 上 ) 所 以 
如 果 {pn} 的 每 一 个 子 序列 都 收 化 ,那么 {pa} 也 必须 收敛， 


下 一 个 定理 与 推论 14.9 相似 . 


定理 15.7 ( 紧 集中 的 子 序列 ). 
设 {p,} 是 紧 度量 空间 X 中 的 任意 一 个 序列 ， 那 么 {p,,} 的 某 个 子 序列 将 收 
化 到 某 个 点 pe XX. 


推论 14.9 和 定理 15.7 有 什么 区 别 ? 前 者 认为 紧 集 中 的 无 限 集 EB 都 包含 一 个 
收敛 序列 ， 但 五 的 元 素 没有 特定 顺序 ( 巨 甚至 可 以 是 不 可 数 的 ) 这 个 新 的 定理 
说 明了 紧 集 中 的 任何 序列 都 有 一 个 收敛 的 子 序列 . 

设 马 是 {p} 的 范围 ， 当 是 无 限 集 时 ,你 可 能 会 认为 推论 14.9 能 够 帮助 
我 们 证 明定 理 15.7. 但 是 ， 下 面 的 论述 是 有 问题 的 . 

如 果 {p,,} 的 范围 马 是 紧 度量 空间 X 的 一 个 无 限 子 集 ， 那 么 根据 推论 14.9， 
我 们 知道 中 存在 某 个 序列 {s%} 将 收敛 到 一 个 点 pe X.， 因为 {s%} 的 范围 是 
马 的 一 个 子 集 ， 所 以 {sn} 就 是 {pa} 的 子 序列 ， 因 此 ， 我 们 找到 了 {p%} 的 一 个 


你 能 猜 出 哪里 出 钳 了 吗 ? 只 知道 {s,} 包含 在 {p;,} 的 范围 B 中 ， 我 们 无 法 
确定 {sn} 是 {pn} 的 子 序列 . 为 什么 ? 因为 点 的 排列 顺序 可 能 不 同 ! 

举 一 个 简单 的 例子 . 对 于 任意 ne N, 令 {p = 人 2 那么 已 ={1149 
因此 万 包含 序列 s。 = 1,1,1,…. 但是， 这 个 {s%} 不 是 {p,,} 的 子 序 列 ， 因 为 
{pn} 中 的 元 素 1 ( 对 于 不 同 的 nj ) 不 会 出 现 无 穷 多 次 . 

别 担心 ， 这 个 定理 的 证 明 不 需要 任何 我 们 从 未 见 过 的 疯狂 技巧 .但 你 一 定 要 
明白 为 什么 我 们 不 能 使 用 上 面 的 方法 . 


证 明 . 我 们 先 考察 简单 的 情形 , 即 {pn} 的 范围 B 是 有 限 的 . 由 于 {pn} 中 的 n 扑 
向 于 无 穷 大 , 但 {pan} 只 包含 有 限 多 个 不 同 的 点 ， 所 以 这 些 点 中 至 少 有 一 个 必须 
重复 无 限 次 ， 取 出 一 个 这 样 的 点 ， 称 其 为 2， 那么 存在 无 穷 多 个 索引 {ns}: ma < 
n2 < n3 < 使 得 pw = pns = pns 二 … 三 D (我 们 只 取 {pn} 中 元 素 值 为 p 的 
索引 ) 因为 了 是 {pn} 的 一 个 元 素 , 所 以 pe ,从 而 pe X, 并且 {pr} 二 2. 
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如 果 五 是 无 限 的 , 那么 我 们 可 以 利用 定理 11.13 得 到 王 的 一 个 极限 点 p, 并 
构造 {pa} 的 一 个 收敛 到 p e X 的 子 序列 {pw 上 

回顾 我 们 在 定义 13.2 中 的 讨论 ， 任 何 无 限 结构 都 应 该 像 归纳 法 那样 来 构造 . 
它 必 须 有 第 一 步 和 由 给 定 的 第 i 步 来 确定 的 第 i 十 1 步 . 


1. p 的 每 个 邻 域 都 包含 马 中 无 穷 多 个 点 . 我 们 从 Ni(p) 开始 ， 它 包含 马 中 
的 某 个 元 素 ， 我 们 把 这 个 元 素 记 作 pw ， 于 是 有 d(pi,p) < 1 

2. 假设 我 们 已 经 取出 了 点 pmp … ,pu ， 其 中 mi <n2<…<nmi, 并且 
对 于 任意 < 1， 有 d(pn,p) < 二， 那么 该 如 何 找到 py 呢 ?N (D) 包含 五 中 
无 穷 多 个 点 ， 所 以 即使 它 已 经 包含 所 有 的 点 pm ,pn … ,pn;， 它 也 必须 至 少 再 包 
含 一 个 新 点 ， 我们 把 这 个 新 点 记 作 p,,,,， 并 得 到 d(pw,,,p) < 填 

我 们 如 何 保证 w < ni41? 换 句 话说， 如 何 确定 pw ， 在 序列 {p,} 中 位 于 pr， 
之 后 ? 小 于 ni 的 索引 只 有 有 限 多 个 , 但 是 Nu (p) 包含 忆 中 无 穷 多 个 点 . 因此， 
在 ni 之 后 肯定 至 少 还 有 另 一 个 索引 niti 使 得 pi, E Na (p) . 那么 ,ma < mail， 
并 且 我 们 可 以 继续 这 样 构造 ?十 2 十 3 十 4 


现在 我 们 得 到 了 一 个 子 序列 {pw}， 其 中 dp,p) < 于 对 任意 ie N 均 成 立 ， 对 
于 任意 e > 0， 我 们 令 N = |:+| + 1， 那 么 利用 与 定理 14.8 相同 的 论证 ， 不 难看 


下 一 个 定理 被 称 为 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 请 注意 不 要 与 魏 尔 斯 特 拉 
斯 定理 ( 定理 12.8 ) 混淆 . ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 定 是 个 大 忙 人 ! ) 


定理 15.8 ( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ). 
设 {pn} 是 有 R* 中 的 任意 一 个 序列 ， 如 果 {pa} 是 有 界 的 ， 那 么 {pw,} 的 某 个 
子 序列 将 收敛 到 菜 个 点 PE R*. 


证 明 . 设 忆 为 {pa} 的 范围 . 因为 是 有 界 的 ， 由 定理 12.5 可 知 忆 是 某 个 有 维 
格子 I 的 子 集 ， 由 定理 12.4 可 知 了 是 紧 集 ， 那么 序列 {p,,} 包含 在 紧 集 了 中, 于 
是 根据 定理 15.7，{pn} 包含 一 个 收敛 到 点 p e 了 的 子 序列 . 


定理 15.9 ( 子 序列 极限 的 集合 是 闭 集 ). 
设 {pi,} 是 度量 空间 和 中 的 任意 一 个 序列 .由 {pn} 的 全 体 子 序列 极限 组 成 
的 集合 B* 是 相对 于 X 的 闭 集 . 


注意 ，E* 包含 {pn} 的 所 有 收敛 子 序列 的 极限 . 
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证 明 . 设 g 是 B* 的 一 个 极限 点 ， 我 们 想 证 明 gq e B*， 这 意味 着 {p,,} 的 某 个 子 
序列 {pw} 收敛 到 g， 我 们 要 构造 一 个 子 序列 {pi,}， 它 与 定理 15.7 证 明 中 的 子 
序列 几乎 是 相同 的 . 

在 开始 构造 之 前 ， 我 们 希望 能 够 排除 这 样 的 情况 ， 即 存在 某 个 天， 使 得 对 
于 所 有 n > 均 有 pn = 49， 如 果 {p,} 是 这 样 的 序列 ， 那 么 它 看 起 来 就 是 
D1D2… ,pkp-1,9,4,9,"…. 于 是 {pn} 的 每 个 子 序列 都 会 收银 到 g, 所 以 EB* = {9}， 
根据 例 9.26， 这 个 B* 是 闭 集 . 


1. 选取 一 个 ni € N, 使 得 p,, 是 {pn} 中 满足 pw 和 ad 的 元 素 . 为 了 以 后 方 
便 , 设 5 = d(pn,9). 

2. 假设 我 们 已 经 取出 了 点 pw,pns,… ,pw ， 其 中 ma <n2<…<ni, 并 且 
对 于 任意 <i 均 有 ps, gq 和 d(pn,q) < 区 

如 何 找 到 p;,,， 呢 ? 基本 思路 是 ， 对 于 q 附近 的 任意 一 点 ze EB*，{pn} 中 
有 一 个 收敛 到 x 的 子 序列 ， 因 为 gq 是 Er 的 极限 点 ， 所 以 可 以 让 z 任意 接近 0. 

严格 地 说 ， 因 为 g 是 Ex 的 一 个 极限 点 ， 所 以 它 的 每 个 邻 域 都 至 少 包含 及 


的 某 个 子 序列 的 极限 ， 所 以 在 某 个 N € N 之 后 ， 这 个 子 序列 的 每 一 个 元 素 与 x 
的 距离 都 小 于 如 果 我 们 选取 Ti 二 1 之 max{N, ni}, 那么 mw < Nit1 并 且 
d(pni,1, 7) < i 于 是 ， 


6 6 6 
< | 三 总 
dpoog 和 Sanso2+dz9< TT + GH) dT 


现在 我 们 得 到 了 一 个 子 序列 {p,,}， 并且 对 于 任意 i > 2 有 dp ,9g) < 5 对 于 任 
意 e> 0, 令 N = [下 上 +1, 那么 利用 与 定理 14.8 相同 的 论证 ,不 难看 出 由, p. 

等 等 ,到 处 可 见 的 5 有 什么 用 ?为 什么 我 们 不 能 像 定理 15.7 的 证 明 那 样 , 构造 
一 个 d(pa,,q) < + 的 子 序 列 呢 ? 在 构造 的 第 一 步 中 ,我 们 无 法 保证 d(pu ,9g) < 1， 
只 能 确保 d(p,,,q) = 5 > 0， 因 此 在 整个 构造 过 程 中 , 我们 都 要 使 用 5， 但 最 后 一 
步 仍然 有 效 ， 因 为 5 只 是 一 个 常数 ， 所 以 只 要 n; > N = 5] +1， 我 们 就 有 


6 
2|+1 


<Ee. 


d(pni,q) < | 


希望 这 些 子 序列 不 会 太 让 你 为 难 . 如 果 被 难 住 的 话 ， 那 就 重新 阅读 前 面 的 证 
明 ， 并 试 着 赁 记忆 去 独立 完成 在 下 一 章 深入 研究 柯 西 序列 之 后 ， 我 们 将 再 次 更 
深入 地 探讨 子 序列 的 极限 . 
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在 讨论 收敛 性 时 ， 我 们 看 到 一 些 序列 可 能 在 一 个 度量 空间 中 收敛 ,但 在 另 一 
个 度量 空间 中 却 发 散 .， 因 此 ， 与 闭 集 和 开 集 一 样 ， 收 敛 性 取决 于 序列 所 在 的 度量 
空间 . 那么 是 否 存在 一 种 与 收敛 性 相似 , 但 不 依赖 于 度量 空间 的 性 质 呢 ? 是 的 , 有 ! 
就 像 紧 性 那样 ， 柯 西 序列 是 在 任何 度量 空间 中 都 成 立 的 性 质 : 某 个 度量 空间 中 的 
柯 西 序列 在 任何 度量 空间 中 都 是 柯 西 序列 . 


定义 16.1 ( 柯 西 序列 ). 

设 {pn} 是 度量 空间 和 中 的 任意 一 个 序列 .如 果 对 于 任意 e > 0， 存 在 某 个 
自然 数 NW， 使 得 对 于 任意 大 于 等 于 N 的 n 和 m 均 有 d(pi,pm) <e， 那 么 {p,} 
就 是 一 个 柯 西 序列 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


Ve > 0， IJN EN 使 得 10 之 人 一 d(pn, pm) << 6， 
那么 {pn} 就 是 一 个 柯 西 序列 . 


这 与 定义 14.3 中 的 收 人 线性 不 一 样 吗 ? 不 一 样 ! 关键 区 别 在 于 , 柯 西 序列 满足 
d(pn;pm) <e， 这 与 收 和 敛 序列 中 的 d(p,,p) < 不同 . 柯 西 序列 并 不 是 越 来 越 接 近 
于 某 一 点 , 而 是 元 素 之 间 的 距离 会 越 来 越 小 . 在 柯 西 序列 中 , 给 定 任意 距离 e > 0， 
在 某 一 项 之 后 ， 序 列 中 任意 两 个 元 素 之 间 的 距离 都 会 小 于 e. 

N。 挑战 在 这 里 同样 适用 ， 但 要 稍 作 修改 .给 定 任意 e > 0， 你 能 找到 一 个 N 
使 得 pw,pw+lpw+2… 彼此 之 间 的 距离 都 小 于 。 吗 ? 


例 16.2 ( 柯 西 序列 ). 

定义 柯 西 序列 的 过 程 引 出 了 以 下 问题 : 如果 元 素 之 间 的 距离 越 来 越 近 ， 那 么 
它们 怎么 可 能 不 收敛 到 某 一 个 点 呢 ? 

举 一 个 简单 的 例子 ， 对 于 任意 mn Ee N, 令 mm = 二， 并 设 {pn} 所 在 的 度量 空 
间 为 X= 上 {0}. 那么 {pa} 在 关中 不 收敛 ， 因 为 0 不 是 X 的 元 素 . 但 {p,,} 
是 柯 西 序列 .为 什么 ? 如果 n,m > N， 我 们 有 


d(pnsypm) 二 | 计 一 去 | max 人, 记 < 
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对 于 任意 e > 0， 我 们 希望 1 < Ne， 所 以 令 N = |:| 十 1 就 是 个 不 错 的 选择 . 

再 举 一 个 例子 ， 在 度量 空间 Q 中 , 设 s% 为 V2 保留 前 ”位 小 数 的 近似 值 . 
因此 ，s;, = 1.4,1.41, 1.414,.… ,序列 中 的 每 个 元 素 都 是 有 理 数 ， 因 为 我 们 可 以 将 
这 些小 数 改 写 为 其, 载 ,二 ,…， 由 于 这 个 序列 收敛 到 V2， 所 以 {5s%} 在 QQ 中 
不 收敛 .但 是 {ss} 是 柯 西 序列 .为 什么 ?” 如 果 n,m > N， 我 们 有 


d(p pm) < 10-N. 


对 于 任意 e > 0, 我 们 希望 -~N < logio(e), 所 以 令 N = max{0,[ 一 logio(e}+1 
就 是 个 不 错 的 选择 . 


这 可 能 会 导致 你 认为 柯 西 序列 只 能 在 类 似 于 RR 的 度量 空间 中 收敛 , 而 关键 因 
素 是 最 小 上 界 性 ( 因此 柯 西 序列 不 可 能 收敛 到 任何 “ 洞 ”)， 你 是 对 的 ! 我 们 很 快 
就 会 看 到 及 具有 一 个 被 称 为 完备 性 的 性 质 ， 这 意味 着 “每 个 柯 西 序列 都 收敛”. 

虽然 仅 在 完备 度量 空间 中 才 有 “ 柯 西 序列 一 > 收敛 序列 ”， 但 事实 证 明 在 任 
何 度量 空间 中 ,“ 收 敛 序列 一 > 柯 西 序列 ”. 


定理 16.3 (收敛 序列 一 > 柯 西 序列 ). 

设 {pn} 是 度量 空间 久 中 的 任意 一 个 序列 ， 如 果 {pn} 收敛 到 菜 个 pe XX， 
那么 {pn} 是 一 个 柯 西 序列 . 
证 明 . 对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 N e N, 使 得 当 n> N 时 d(pnp) < 5， 当 然 ， 


对 于 任意 m > N， 我 们 也 有 d(pwp) < 5.， 那么 对 于 任意 n,m > N， 由 三 角 不 
等 式 可 得 


d(pn, pm) < d(pn,p) + d(p,pm) < $+ =e. 
因为 这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 所 以 {p,,} 肯定 是 一 个 柯 西 序列 . 


在 继续 研究 柯 西 序 列 之 前 ， 我 们 先 定义 直径 的 概念 ， 虽然 一 开始 看 起 来 很 束 
手 ， 但 它 会 为 我 们 提供 一 种 更 直观 的 方法 来 考察 柯 西 序列 ， 并 将 帮助 我 们 证 明 一 
些 原 本 很 难 证 明 的 定理 . 


定义 16.4 (直径 ). 

设 马 是 度量 空间 X 的 任意 一 个 非 空子 集 . 媚 的 直径 是 妃 中 每 两 个 元 素 之 
间 的 距离 的 上 确 界 . 

用 符号 来 表示 ， 即 : 


diam E = sup{d(p, 9) | p,q9 € EB}. 
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例 16.5 (直径 ). 
下 列 集合 均 视 为 度量 空间 及 的 子 集 : 


1. 如 果 马 = {1,2,3}， 那 么 
diam E = sup{d(1, 2), d(2, 3), d(1,3)} = sup{1, 1,2} = 2. 


2. 如 果 马 = [-3,3]， 那 么 diam B= 6. 这 表明 直径 基本 上 就 是 它 听 起 来 的 
样子 : 从 集合 的 一 端 到 另 一 端的 长 度 . 
3. 如 果 一 = [-3,3)， 那 么 diam EB 仍 等 于 6， 因为 


{d(—3,p) | p € [~3,3)} = [0,6), 


这 个 区 间 的 最 小 上 界 是 6. 

4. 如 果 巨 = [0, V2)， 那 么 diam EB = V2， 即 使 我 们 将 EB 看 作 度 量 空间 Q 
的 子 集 ， 妃 的 直径 仍然 是 V2， 因 为 直径 不 必 是 所 在 度量 空间 中 的 元 素 ， 为 什么 ? 
因为 直径 是 一 组 距离 的 上 确 界 . 回忆 一 下 定义 9.1, 任何 距离 都 是 一 个 实数 , 所 以 
每 个 直径 也 都 是 实数 . 

5. 如 果 瑟 = [0,co), 那么 马 没 有 直径 , 因为 马 中 各 点 之 间 的 距离 是 无 界 的 . 

6. 我 们 还 可 以 考虑 直径 的 序列 . 例如 ,对 于 任意 ne N, 令 4A% = [0,+), 现 
在 取 序列 


diam Ai, diam A,, diam As,:….， 
即 1, 二 那么 


1 
lm diam A, = lim — =0. 
人 九 一 Oo 也 一 co 作 


注意 ， 直 径 序列 都 是 正 实数 序列 . 


下 面 的 讨论 将 有 助 于 阐明 即将 给 出 的 定理 . 

设 {pn,} 是 任意 一 个 序列 ，Ew 是 该 序列 从 第 NN 项 开始 的 范围 ， 那 么 En = 
{prN; PN+1;PN+42;"…}. 我 们 可 以 构造 序列 diam Ei, diam Eo, diam B3,… , 并 通过 
考察 limw_;oo diam En 来 判断 By 是 否 收敛 ,需要 说 明 的 是 ， 这 是 序列 


diam {p1, p2, Da pa, 2 }, diam {p2, p3, Pa, 六 }, diam {p3, pa, 让 和 } J 


的 极限 ， 如 图 16.1 所 示 . 
如 果 到 一 P, 那么 limw_,w diam Ew = 0. 为 什么 ? 对 于 任意 e > 0, 存在 一 
个 WeN, 使 得 当 交 > N 时 有 dpn,p) < $. 换 名 话说， 对 于 每 一 个 e > 0, 存在 
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diam Ei 
diam E> 
diam Es 


p 


16.1 给 定 的 序列 {pn} 收敛 到 p ( 其 前 几 个 元 素 由 直线 上 的 点 来 表示 )， 序列 {diam En} 
的 前 几 个 元 素 如 图 所 示 


某 个 Env, 其 直径 diam Ew < e (为 什么 这 里 是 ,而 不 是 最 初 使 用 的 $ 呢 ? 因为 
可 能 出 现 p, =p 一 $ 且 pnyi =p 十 $ 的 情况 ， 因 为 每 个 点 到 的 距离 最 多 为 5， 
所 以 任意 两 点 之 间 的 距离 最 多 为 e. ) 因此 ， 对 于 任意 e > 0， 序列 {diam ,} 中 
存在 一 个 小 于 e 的 点 diam Ew. 

实际 上 , 当 n > N 时 ,对 于 所 有 及 ,都 是 如 此 , 因为 我 们 知道 B,C Ew, 于 是 


{d(p,q) | p,q9 € En} C {d(p,q) | p,q € En} 
= sup{d(p,q) | p,4 € En} < sup{d(p,9) | p,q € En} 
一 全 diam EF, < diam Enw, 
所 以 diam , 也 小 于 e。 因此 ,limw_;w diam Ew = 0. 

另外 ， 只 有 当 {pn} 收敛 时 ， 我 们 才能 确保 这 是 成 立 的 . 但 等 一 下 ， 有 惊喜 ! 
下 面 的 定理 断言 对 于 任意 柯 西 序列 ， 上 述 结论 也 仍然 成 立 . 
定理 16.6 ( 柯 西 序列 的 直径 ). 

设 {pn,} 是 度量 空间 XX 中 的 任意 一 个 序列 ,EN 是 子 序列 Dw;,DPNH1DN+2) 
的 范围 .那么 ，{pn} 是 柯 西 序列 当 且 仅 当 limw ,ow diam Ew = 0. 

这 个 定理 很 直观 : 这 两 种 表述 都 意味 着 {pn} 中 点 之 间 的 距离 会 变 得 任意 小 . 
证 明 . 我 们 先 假设 {pn,} 是 柯 西 序列 .这 部 分 证 明 类 似 于 我 们 在 前 面 讨 论 中 所 作 
的 论述 .我 们 知道 ， 对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 WE N， 使 得 当 n,m > N 时 有 

diam En = sup{d(pn, pm) | pn, pm E En} 
= sup{d(pn,pm) | n,m > N}. 


我 们 知道 e 是 上 述 集合 的 上 界 ， 所 以 diam Ew < ce。 因为 Bwyj41 就 是 去 掉 点 pw 
的 集合 BN， 所 以 Evil C Ew， 那么 diam Bny1 < diam En ( 记 住 4 cB 一 > 


sup4 < sup B). 因此 ， 对 于 任意 n > N 均 有 diam BE, < ce， 于是， 对 于 每 
一 个 e > 0， 存在 一 个 N < N， 使 得 当 n > N 时 有 |diam E, 一 0| < ce， 因此 
limN_ ;ww diam En = 0. 

(等 等 ， 我 们 得 到 了 < ce， 而 不 是 < e， 这 不 会 有 问题 吗 ? 没什么 问题 的 . 在 
第 一 步 中 , 我 们 可 以 取 一 个 N 使 得 d(pn,pm) < 5， 从 而 有 diam By < 5 <e, 这 
样 就 得 到 了 |diam EE, 一 0| < ce。 如 果 需 要 写 100% 精确 的 证 明 ， 那 么 我 们 会 这 样 
做 ,但 这 看 起 来 会 更 混乱 一 些 . ) 

反 过 来 ,假设 diam Bw 一 0， 那么 对 于 每 一 个 e > 0， 存在 一 个 NeN, 使 
得 当 郊 > N 时 有 |diam EB 一 0|<e 于 是 


6 之 sup{d(pn, pm) | n,m 之 N}, 


这 意味 着 只 要 n,m > N， 就 有 d(pn,pm) < ce， 因此 {pn} 是 一 个 柯 西 序列 . 


下 面 给 出 直径 的 两 条 性 质 ， 它 们 将 帮助 我 们 证 明 柯 西 序列 的 重要 定理 . 


定理 16.7 ( 闭 包 的 直径 ). 
对 于 度量 空间 X 的 任意 子 集 刀 ， 有 diam EF = diam EF. 


证 明 . 为 了 证 明 相等 ， 我 们 将 分 别 证 明 diam 五 > diam EB 和 diam EE < diam 五. 
第 一 个 不 等 式 很 容易 证 明 ， 因 为 BC 一 > diam EB < diam 万 . 

对 于 第 二 个 不 等 式 ， 如 果 可 以 证 明 对 于 每 一 个 给 定 的 e > 0 都 有 diam EE < 
diam 互 +e， 那 么 我 们 就 得 到 了 diam 巨 入 diam 五 . (因为 如 果 diam EE > diam 瑟 ， 
那么 会 存在 一 个 c > 0 使 得 diam 互 = diam 忆 +c, 令 e= 5, 则 有 diam 包 > 
diam 马 十 ce， 这 是 一 个 矛盾 . ) 

对 于 任意 e > 0， 从 五 中 任 取 一 点 p， 要么 pE ,要 么 p 是 马 的 极限 点 . 
如 果 pe 已 , 令 p' =p， 那 么 d(p,p') = 0 < 5 如 果 p 是 书 的 极限 点 ， 那 么 在 
N;s(p) 中 存在 的 一 个 点 风头 pp 使 得 d(p,p') < 5 同样 地 ， 对 于 任意 9 e 五 ， 
我 们 都 可 以 找到 一 个 % e 使 得 d(g,g) < 5. 于 是 


d(p,q) < d(p,p ) 十 d(p,q) (三 角 不 等 式 ) 
< d(p,p ) 十 d(p,q) 十 d(q,q) (三 角 不 等 式 ) 
< 和 二 dg) 十 和 


< diamF+ie. 
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因为 p,q € 台 , 并 是 diam 马 是 忆 中 各 点 之 间距 离 的 上 界 ， 所 以 上 式 最 后 一 步 
是 正确 的 . 由 于 d(p,g) < diam 忆 二 ce 对 万 中 任意 可 能 的 点 p 和 9 均 成 立 ， 因 此 
diam EF < diam E+i+e. 


定理 16.8 ( 艇 套 紧 集 的 直径 ). 
设 {Kn} 是 度量 空间 X 中 的 一 族 非 空 紧 集 ， 并 且 对 于 任意 neEN 有 Kn 了 
Knt1， 如 果 lim yoo diam Kn = 0， 那么 门 疙 1 Kn 恰好 包含 一 个 点 . 


证 明 . 在 下 框 中 ， 把 这 个 简单 的 证 明 补充 完整 . 


证 明定 理 16.8 

根据 “ ,我 们 知道 门 2 , K 至 少 包含 一 个 点 ， 如 果 它 包含 
多 个 点 ， 比 如 p 和 gq， 那么 令 7 = d(p,9), 于 是 diam 门 ) Kn >7 > 0. 
此 ， 对 于 任意 me N, 门 >) KC 意味 着 

diam K,, diam 门 K, >r. 
wl 

但 是 一 0， 如 果 序 列 {diam K,,} 的 每 个 元 素 均 > r+， 那么 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 7 是 一 个 固定 的 正 数 . 


现在 我 们 准备 证 明定 理 16.3 在 两 种 特殊 情况 下 的 逆 命 题 : 所 有 柯 西 序列 都 在 
紧 度量 空间 中 收敛 ， 所 有 柯 西 序列 都 在 R* 中 收敛 . 


定理 16.9 (在 紧 集 中 ， 柯 西 序列 一 > 收敛 序列 ). 
如 果 {pi,} 是 紧 度量 空间 X 中 的 柯 西 序列 ， 那 么 {pn} 收敛 到 某 个 PE XX. 


证 明 . 设 Ev 是 子 序列 PN,PN+41,PN+42,"…” 的 范围 ， 根据 定理 16.6,，limw_,wo 
diam En = 0. 为 了 利用 定理 16.8， 我 们 需要 一 列 包含 Evy 的 柑 套 紧 集 ， 由 于 
每 个 EN 都 是 紧 集 X 的 子 集 ， 所 以 由 定理 11.8 可 知 每 个 五 w 本 身 也 是 紧 集 ， 对 
于 任意 N Ee N，Ew D 已 w+l 意味 着 Ey D Ew41 (根据 推论 10.9)， 根据 定理 
16.7， 我 们 还 有 


lim diam En = lim diam Ew = 0. 
一 co 一 co 


于 是 ， 由 定理 16.8 可 知 ， 交 集 门 w_-1 En 中 恰好 只 有 一 个 点 p， 接 下 来 我 们 将 证 
明 pn 一 也 . 
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对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 N e N， 使 得 当即 > N 时 有 d(diam bE,,0) < e， 
因此 只 要 n > N 就 有 diam En < e (因为 任何 直径 都 是 非 负 实数 ) 因为 pe 瓦 ， 
所 以 对 于 任意 ge 瓦 有 


d(p,q) < sup{d(p, q) | p,q9 € En} 
= diam 五 ， 


< 


只 要 n > N,， 那么 上 述 结论 对 每 一 个 ge 瓦 都 成 立 ， 从 而 对 每 一 个 ve 已, 也 成 
立 ， 因 此 对 每 一 个 p,, 也 是 成 立 的 . 于 是 , 对 于 任意 n> N 有 d(p,pn) <e 由 于 
这 对 每 一 个 e > 0 均 成 立 ， 因 此 我 们 有 zw 一 p. 


等 等 , 我 们 为 什么 要 用 定理 16.8 呢 ? 我 们 不 能 用 推论 11.12 来 证 明 门 X_) Ex 
至 少 包含 (而 不 是 恰好 只 有 ) 一 个 点 p, 然后 推出 pn 一 2 吗 ? 是 的 , 我 们 可 以 这 
样 做 .( 事实 上 ， 我们 可 以 证 明 门 X_, Bw 在 这 种 情况 下 只 能 包含 一 个 元 素 ， 取 一 
点 p € 门 X_1 Bw， 利用 与 p 相同 的 论述 来 证 明 p,, 一 p ， 那 么 根据 定理 14.6, 我 
们 得 到 zw = p. ) 但 是 证 明定 理 16.8 仍然 是 非常 有 用 的 练习 ， 我 相信 你 和 我 一 样 ， 
为 我 们 做 了 这 件 事 而 感到 高 兴 ， 对 吗 ? 
定理 16.10 (在 R* 中 ， 柯 西 序列 一 > 收敛 序列 ). 

设 {Zn} 是 度量 空间 有 Re 中 的 任意 一 个 序列 ， 如 果 {zn} 是 柯 西 序列 ， 那 么 
{zn} 收敛 到 菜 个 x € R*. 


证 明 . 如 果 我 们 能 证 明 {zx;,} 是 有 界 的， 那么 根据 定理 12.5，{zn} 的 范围 将 包含 
在 某 个 大 维 格 子 I 中 ,并且 由 定理 12.4 可 知 了 是 一 个 紧 集 . 因此 ，{z,} 包含 在 
一 个 紧 集 中 ， 那 么 根据 定理 16.9，{zn} 是 收敛 的 . 

设 EN 是 子 序列 zw,zw+tzNw+ 的 范围 ， 那 么 根据 定理 16.6，limw_ ,oo 
diam En = 0. 于 是 ,存在 一 个 N e N 使 得 d(diam EN,0) < 1. 因此 Ew 中 任意 
两 点 之 间 的 距离 都 小 于 1， 所 以 Env 是 有 界 的 . 注意 ，{zn} 的 范围 是 集合 {zi， 
T2, ,TN TN TN41 }， 即 {zi1, 22,… ,WN_1} U En， 因为 {x1, 22,…， 
zn-_1} 是 有 限 集 ， 所 以 我 们 可 以 用 该 集合 中 两 点 之 间 的 最 大 距离 来 限定 它 ， 那 么 
{zn} 的 范围 就 是 两 个 有 界 集 的 并 集 , 由 定理 9.5 可 知 {xz} 是 有 界 的 , 所 以 {zn} 
确实 是 收敛 的 . 


定义 16.11 (完备 性 ). 
如 果 针 中 的 每 个 柯 西 序列 都 收敛 到 和 中 的 某 个 点 ， 那 么 度量 空间 X 就 是 
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例 16.12 (完备 度量 空间 ). 

根据 定理 16.9， 任 何 紧 度量 空间 都 是 完备 的 . 根据 定理 16.10， 任 何 欧 几 里 
得 空间 R* 都 是 完备 度量 空间 . 

另 一 方面 ， 度量 空间 Q 是 不 完备 的 ， 因 为 例 16.2 给 出 了 一 个 不 收敛 到 Q 中 
任何 点 的 有 理 柯 西 序列 . 


正如 我 们 在 例 16.2 中 注意 到 的 ， 最 小 上 界 性 似乎 是 保证 RR 中 所 有 柯 西 序列 
都 收敛 的 原因 ， 事 实 上 ， 对 于 任意 有 序 域 忆 ， 下 面 两 个 命题 是 等 价 的 : 


命题 1 有 最 小 上 界 性 . 
命题 2，F 是 完备 的 并 且 有 阿 基 米 德 性 质 . 


注意 , 下 必须 是 一 个 有 序 域 , 而 不 仅仅 是 一 个 度量 空间 , 这 样 我 们 才能 定义 一 个 有 
意义 的 上 界 .( 记 住 , 每 个 有 序 域 都 是 度量 空间 ,其 距离 函数 为 d(p, gq) = |p 一 ql. ) 

这 个 等 价 性 的 证 明 很 长 而 且 很 无 聊 ， 所 以 这 里 就 饶 了 你 吧 . 你 可 以 用 理解 这 
个 证 明 所 需 的 时 间 来 做 一 个 馅 饼 !( 请 注意 馅 饼 是 “完备 的 "， 因 为 任何 柯 西 填补 
序列 都 会 收敛 到 一 个 干巴 巴 的 极限 . ) 


定理 16.13 (完备 度量 空间 的 闭 子 集 ). 
设 妃 是 完备 度量 空间 和 的 子 集 ， 如 果 羽 是 闭 集 ， 那 么 马 也 是 完备 的 . 


证 明 . 设 {p,} 是 BB 中 的 柯 西 序列 ， 那 么 {pn} 也 在 X 中 ， 所 以 它 收敛 到 某 个 点 
DEX. 根据 定理 14.5 中 收敛 性 的 男 一 个 定义 ,我 们 知道 p 的 每 个 邻 域 都 包含 忆 
的 无 穷 多 个 点 ， 所 以 p 是 五 的 一 个 极限 点 (这 不 包括 当 n 充分 大 时 ，p,, =p 的 
情形 ( 常数 尾部 ), 在 这 种 情况 下 , 我 们 立刻 得 到 了 mn 一 D) 因为 是 闭 集 , 所 
以 PE 五 ,那么 {pa} 在 已 中 收敛 ,因此 已 是 完备 的 . 


我 们 现在 换个 角度 来 学 习 一 种 不 同类 型 的 序列 ， 即 单调 序列 . 


定义 16.14 (单调 序列 ). 

设 {sn} 是 有 序 域 玉 中 的 任意 一 个 序列 . 如 果 对 于 任意 nE NN 均 有 si, < sn41) 
那么 {sn} 是 单调 递增 的 ; 如果 对 于 任意 n ENN 均 有 sn 之 sn+1， 那 么 {sn} 是 单 
调 递 减 的 . 

如 果 {si} 是 单调 递增 或 单调 递减 的 ， 那 么 我 们 说 {5,,} 是 一 个 单调 序列 . 
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例 16.15 (单调 序列 ). 
序列 1, 2,3,… 是 单调 递增 的 .对 于 任意 mn €E N, 令 s = 二， 那么 序列 {5%} 
是 单调 递减 的 ， 序列 1,1,1,… 既是 单调 递增 的 又 是 单调 递减 的 . 


在 定理 14.7 中 ， 我 们 看 到 所 有 的 收敛 序列 都 是 有 界 的 ， 但 反之 则 未 必 有 成 立 
(sn = (-1)"” 有 界 但 不 收敛 ) 

事实 证 明 , 在 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 域 中 , 有 界 单调 序列 确实 收敛 . 因此 , 在 
这 样 的 域 中 ， 柯 西 序列 和 有 界 单调 序列 都 可 以 确保 收敛 . 


定理 16.16 (有 界 单调 序列 ). 
设 {sn} 是 有 序 域 已 中 的 单调 序列 ,并且 已 具有 最 小 上 界 性 . 那么 {sn} 在 
已 中 收敛 当 且 仅 当 {sn} 有 界 . 


证 明 . 我 们 已 经 得 到 了 证 明 的 一 个 方向 : 如 果 {s%} 是 收敛 的 ， 那 么 由 定理 14.7 
可 知 {s*} 是 有 界 的 . 

另 一 个 方向 的 主要 思路 是 : 取 有 界 序列 {s;,} 的 最 小 上 界 s， 并 证 明 在 s 和 
s 一 上 之 间 始 终 存在 {s;,} 中 的 元 素 ( 否则 s 就 不 是 {ss} 的 上 确 界 ). 

下 面 给 出 严格 的 证 明 . 取 一 个 有 界 序列 {s*}, 并 假设 {s,} 是 单调 递增 的 . 设 
马 是 {sn} 的 范围 ,那么 媚 是 有 界 的 . 于是， 根据 定理 9.6， 妃 有 上 界 ， 又 因为 
五 具有 最 小 上 界 性 ， 所 以 s = sup EB 在 五 中 存在 . 

选取 一 个 e > 0. 因为 s 是 最 小 上 界 , 所 以 在 s 一 e 和 s 之 间 肯 定 存在 一 个 忆 
的 元 素 (否则 s 一 。 就 是 的 上 界 )” 因 此 存在 某 个 Ne NN 使 得 ss 一 ce< sn<&<s. 

现在 ,对 于 任意 n > N, 我 们 有 sn > sw (因为 {5%} 是 单调 递增 的 ), 但 sn 
仍然 < s， 因 为 s 是 妃 的 上 界 . 那么 ， 对 于 任意 n>N 有 


SS—E€E<SsSN<Sn<s<s+ie, 


即 d(sn,,s) < e. 
当 {sn} 单调 递减 时 的 证 明基 本 是 一 样 的 .把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 
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证 明 关 于 单调 递减 序列 的 定理 16.16 
在 正中 任 取 一 个 有 界 单调 递减 序列 {s,}, 设 马 为 {5%} 的 范围 , 那么 巴 
有 下 界 . 因为 具有 最 小 上 界 性 ,所 以 由 定理 4.13 可 知 厂 也 具有 


性 质 , 因此 s= 在 五 中 存在 . 

选取 一 个 e > 0. 因为 s 是 最 大 下 界 , 所 以 在 s 和 之 间 肯 定 
存在 一 个 忆 的 元 素 .( 否则 ， 就 是 的 下 界 . ) 因此 , 存 
在 某 个 N es N 使 得 <sNn<ste. 

现在 , 对 于 任意 nn 之 NW, 我 们 有 sn sN (因为 {s%} 是 单调 递减 的 )， 
但 是 s) 仍然 >s， 因 为 s 是 五 的 .那么 ， 对 于 任意 n>N 有 


SS—E<S<sn<sN<siie, 


即 d(s,, s) < 


这 就 是 你 想 知 道 的 有 关 柯 西 序列 和 单调 序列 的 所 有 信息 . 记 住 本 章 的 主要 结 
论 : 任何 紧 度 量 空间 和 欧 几 里 得 空间 都 是 完备 的 ， 这 意味 着 在 这 些 空 间 中 每 一 个 
柯 西 序列 都 收敛 ， 并 且 在 任意 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 域 (如 民 ) 中 ,每 一 个 有 界 
单调 序列 都 是 收敛 的 . 

接 下 来 , 我 们 将 回 到 第 15 章 ， 继 续 考 察 子 序列 的 定义 和 定理 ,并 更 深入 地 研 
究 它 们 的 极限 . 
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回顾 一 下 “交替 ”序列 的 经 典 例子 , 即 对 于 任意 ne N 有 = (-1)?" 十 二 六 
(参见 图 14.4 和 图 14.5 )， 虽 然 这 个 序列 看 起 来 好 像 确实 收敛 到 了 两 个 不 同 的 极 
限 , 但 它 是 发 散 的 . 为 了 更 好 地 理解 这 类 序列 ， 我 们 应 该 建立 这 样 一 种 序列 理论 ， 
即 序列 发 散 但 又 有 非常 显著 的 子 序列 极限 . 

在 定理 15.9 中 ,我 们 得 到 序列 {ps}， 并 考察 了 集合 B*， 它 是 由 全 体 子 序列 
极限 ( 即 {pi} 的 收敛 子 序列 的 极限 ) 组 成 的 因此， 我 们 的 目标 是 更 加 详细 地 
研究 这 类 集合 ， 尤 其 是 研究 它 的 上 下 界 性 质 ， 为 什么 ?因为 这 些 界限 有 时 候 可 以 
为 我 们 提供 诸如 mw = (一 1)” + 和 2 这 类 序列 的 有 价值 的 信息 . 

为 了 考察 一 个 序列 的 全 体 子 序列 极限 的 边界 ， 仅 仅 知 道 哪些 子 序列 收敛 是 不 
够 的 ， 我 们 还 想 知 道 发 散 的 子 序 列 是 否 都 趋向 于 无 穷 大 或 者 无 穷 小 .例如 ， 取 序 
列 1,2,1,3,1,4,1,5,:……. 这 里 唯一 的 子 序列 极限 是 1 (因为 1,1,1,… 是 一 个 子 
序列 )， 但 是 还 有 其 他 子 序列 (比如 2, 3, 4,… ) 会 增加 到 无 穷 大 ， 因 此 ， 认 为 全 
体 子 序列 极限 的 上 界 是 1 并 不 合理 . 实际 上 ， 这 里 的 子 序列 极限 没有 上 界 ， 因 为 
很 多 子 序 列 都 变 得 任意 大 . 

考虑 到 所 有 这 些 复杂 情况 ， 我 们 需要 一 种 方法 来 区 分 发 散 序列 和 虽然 发 散 但 
却 变 得 任意 大 的 序列 . 因此 , 在 本 章 的 其 余部 分 中 , 我 们 将 讨论 扩张 的 实数 系 有 U 
{十 00,; 一 00} 中 的 序列 ， 定 义 5.10 对 扩张 的 实数 系 做 出 了 解释 . 

不 要 惊慌 ! 这 至 少 比 考察 R* 或 任意 度量 空间 中 的 序列 要 容易 .我 们 所 做 的 
一 切 应 该 适用 于 任何 一 个 满足 下 列 条 件 的 有 序 域 ， 即 具有 最 小 上 界 性 且 +co 和 
一 00 有 合理 定义 . 


定义 17.1 (发 散 到 无 穷 大 ). 

设 {sn} 是 度量 空间 下 中 的 任意 一 个 序列 . 如 果 对 于 任意 M &€ 民 ,， 存在 某 个 
自然 数 N， 使 得 对 于 每 一 个 大 于 等 于 NN 的 nn 有 sn 之 MM， 那么 {fsn} 就 发 散 到 
无 穷 大 . 

用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


YM ER, 3NVeN 使 得 n>N 一 > sn > AM， 


则 记 作 limn_ ;ow 5n = 十 co ( 或 简 写成 Sn 一 十 CO ). 
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同样 地 ， 如 果 对 于 任意 M € 取 ， 存 在 某 个 自然 数 N， 使 得 对 于 每 一 个 大 于 
等 于 NN 的 n 有 s,, M， 那么 {s%} 也 发 散 到 无 穷 大 . 
用 符号 来 表示 ， 即 如 果 


VM ER, 3VeEN 使 得 nN 一 > sn MM,， 
则 记 作 lim;, ,ww sn = 二 一 00 (或 简写 成 sj, 一 一 00) 


将 极限 符号 和 箭头 符号 〈 一 ) 用 于 发 散 到 无 穷 大 的 序列 是 对 符号 的 滥用 .我 
们 并 不 是 说 {s*} 以 某 种 方式 收敛 ， 相反 ,我们 说 的 是 {s} 发 散 并 且 可 以 变 得 任 
意 大 ， 这 里 使 用 与 收敛 序列 相同 符号 的 唯一 原因 是 ， 当 定义 由 子 序 列 极 限 组 成 的 
集合 时 ， 我 们 会 更 加 方便 〈 因为 这 个 集合 可 能 包含 +oo 和 -co) 


例 17.2 (发 散 到 无 穷 大 ). 

对 于 任意 mE N, 如 果 sn = 2, 那么 序列 {5;} 发 散 到 无 穷 大 , 记 作 s,, 一 co. 
如 果 sn = 一 5n， 那 么 sn 一 -co 如果 su = (一 1)”*， 那 么 序列 {s%} 是 发 散 的 ， 
但 它 不 发 散 到 无 穷 大 . 

同样 地 ， 如 果 对 于 任意 n € N, 令 s, = (一 1)”n， 那 么 {ss} 是 发 散 的， 但 
它 不 发 散 到 无 穷 大 ， 为 什么 ? {sn} 的 值 不 是 任意 趋向 于 +co 和 -co 吗 ? 是 的 ， 
但 这 正 是 问题 所 在 ! 序列 在 大 正 数 和 大 负数 之 间 波 动 . 给 定 任意 M e 及， 我 们 
不 能 说 存在 某 个 N es N， 使 得 对 于 所 有 大 于 等 于 NN 的 n 均 有 sn > M， 因 为 
Sn+1 二 一 (Sn 十 1) < AM， 如 果 我 们 让 s < M， 则 会 出 现 相同 的 问题 ， 另 一 方面 ， 
{sn} 确实 有 一 个 发 散 到 二 oo 的 子 序 列 ， 而 剩 下 的 部 分 则 发 散 到 一 oc. 


定理 17.3 (无 界 < 全 一 个 子 序列 发 散 到 无 穷 大 ). 
设 {sn} 是 度量 空间 月 中 的 任意 一 个 序列 ，{s%} 是 无 界 的 当 且 仅 当 {sn} 的 
某 个 子 序列 发 散 到 无 穷 大 . 


证 明 . 如 果 {s*} 是 无 界 的 ， 那 么 对 于 任意 ge 及 和 任意 M es 及 ， 序 列 中 存在 一 
个 元 素 sn 满足 |sn 一 q| > M. 因此 对 于 任意 M， 有 一 个 元 素 s 使 得 s。 > M 
(或 5 < M) 由 于 MM 是 任意 数 , 所 以 {s%} 中 还 有 另 一 个 满足 s。 > M +1( 或 
sn < M 一 1) 的 元 素 ， 另 一 个 满足 sn, > M 十 2 (或 s,, < M 一 2) 的 元 素 , 等 等 . 
因此 ，{sn} 中 有 无 穷 多 个 元 素 大 于 (或 小 于 ) M， 那 么 由 这 些 元 素 组 成 的 子 序列 
将 发 散 到 无 穷 大 . 

如 果 {5%} 的 某 个 子 序列 {s%,} 发 散 到 无 穷 大 ， 那 么 对 于 任意 M E 民 ， 我 们 
都 可 以 找到 一 个 N e N, 使 得 当 k 祥 时 s%, > M (为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 它 
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发 散 到 正 无 穷 大 ; 如 果 是 负 无 穷 大 , 相同 的 论证 仍然 适用 ) 因此 , 给 定 任意 g & 及 
和 任意 M < oo，{sn} 中 有 无 穷 多 个 元 素 满 足 s, > M +d+1， 即 s 一 0 > 1I. 
同样 地 ，{s%} 中 也 有 无 穷 多 个 元 素 满足 s;, > -M+g+1, 即 s -gg> 一 AM. 所 
以 {sn} 中 至 少 有 一 个 元 素 使 得 |s,, 一 q| > M， 因 此 {s%} 无 界 . 


下 面 是 我 们 致力 于 给 出 的 重要 定义 . 


定义 17.4 (上 极限 和 下 极限 ). 

设 {sn} 是 度量 空间 恨 中 的 任意 一 个 序列 ， 忆 是 满足 下 列 条 件 的 数 ZE 
RU {十 00, 一 00} 的 集合 : 存在 某 个 子 序列 {sn,} 使 得 sw 一 2 

设 s* 二 sup 忆 ,sn 二 inf 如， 那么 s* 是 {sn} 的 上 极限 ， 而 ss 是 {sn} 的 下 


极限 . 记 作 lim sup, ,sn = 二 5*,， liminf, ;ww Sn 一 ss 


在 定理 15.9 中 , 我 们 把 子 序列 极限 的 集合 记 作 *. 这 里 的 集合 互 则 略 有 不 
同 ， 如果 {s*} 的 某 个 子 序列 {5,,,} 发 散 到 无 穷 大 ， 那 么 EB 就 是 {s,,} 的 全 体 子 
序列 极限 再 加 上 十 co 和 -co. 这 样 定义 是 合理 的 ， 因 为 如 果 xz 在 扩张 的 实数 系 
中 ,并且 sw 二 XY， 那么 z 可 以 是 实数 ， 但 如 果子 序列 {sw} 发 散 到 无 穷 大 ， 那 
么 z 也 可 以 是 +o0 或 -co， 

记 住 ,在 扩张 的 实数 系 中 ,如 果 一 个 集合 没有 上 界 , 那么 它 的 上 确 界 就 是 +co; 
如 果 一 个 集合 没有 下 界 ， 那 么 它 的 下 确 界 就 是 -oo 因此， 如果 {s,,} 的 某 个 子 
序列 {s%,} 满足 sw。 一 十 oo， 那么 s* = 十 oo0; 如 果 sw 一 -co， 那 么 s; = 一 co. 

为 了 方便 起 见 ， 在 本 章 的 其 余部 分 ， 我 们 不 写 “ 五 是 满足 下 列 条 件 的 数 x € 
了 RU {十 00, 一 00} 的 集合 : 存在 某 个 子 序列 {s%,}， 使 得 sw 一 zZ”， 而 只 写 “ 万 
是 {sn} 的 全 体 子 序列 极限 * 的 集合 这 里 的 星 号 (* ) 表示 是 所 有 子 序列 极 
限 的 集合 ， 但 如 果 {s*} 的 某 个 子 序列 发 散 到 无 穷 大 ， 那 么 瓦 中 就 包含 +co 和 
(或 ) -co.〈 但 要 记 住 ，+co 和 -co 实际 上 并 不 是 极限 . ) 

抱怨 .我 讨厌 “lim sup” 这 个 符号 ， 它 太 令 人 困惑 了 ! 上 极限 并 不 是 某 一 类 
上 上 确 界 序列 的 极限 ， 但 这 个 符号 可 能 会 让 你 产生 这 样 的 误解 . 实际 上 ， 上 极限 是 
全 体 子 序列 极限 的 上 确 界 . 所 以 它 应 该 写 得 更 像 “sup lim” 才 有 助 于 你 记忆 . 

另外 ， 上 极限 不 是 极限 ， 它 是 由 子 序 列 极限 所 组 成 的 集合 的 边界 . 这 个 符号 
中 看 不 出 任何 与 子 序列 相关 的 东西 ! 

“n 一 co” 让 情况 变 得 更 糟 . 在 序列 中 ,符号 lim ;wo sn =s 和 sn 一 s 的 
意义 相同 ， 所 以 你 可 能 认为 我 们 也 可 以 将 lim sup。,。 sn = s” 记 作 sup sn 一 s*. 
但 不 能 这 样 做 ， 写 sup sn, 一 s 就 等 同 于 写 limw ys sup sn = 5 (注意 ， 这 里 的 
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“一 00” 放 在 了 “lim” 下 面 ， 而 不 是 “sup” us 无 论 哪 种 方式 ， 这 都 没有 
多 大 意义 ， 因 为 每 个 s* 都 是 一 个 点 ， 不 是 集 人 

最 糟糕 的 是 ， 大 多 数 人 把 “lim sup” 国民 imb soup”， 这 听 起 来 并 不 特别 
开胃 . 

我 们 使 用 lim sup 的 通用 定义 , 但 你 应 该 知道 还 存在 其 他 的 (等 价 ) 定义 . 另 
一 个 定义 确实 将 lim sup 定义 为 一 个 上 确 界 序列 的 极限 ， 这 与 符号 更 一 致 ， 但 这 
个 定义 在 证 明 接 下 来 的 定理 时 很 难 使 用 . 


例 17.5 (上 极限 和 下 极限 ). 
对 于 度量 空间 及 中 的 以 下 每 个 序列 ， 设 妃 是 其 全 体 子 序列 极限 * 的 集 


1. 对 于 任意 ne N, 令 sn = [( -1 十] ， 那 么 如 图 17.1 所 示 ， 当 n 为 奇 
数 时 ，s = 0; 当 nn 为 偶数 时 ，s = 2n， 所 以 {s%} 的 每 个 子 序列 要 么 收敛 到 0， 
要 么 发 散 到 无 穷 大 .〈 记 住 ， 像 12 这 样 的 数 并 不 是 子 序 列 的 极限 ， 因 为 任何 一 个 
以 4, 8, 12 为 开头 的 子 序列 其 后 都 必须 有 无 穷 多 项 . ) 


1 23 4 5 6 7 


17.1 序列 s = [( 一 1)” 二 1m 的 前 几 个 元 素 


对 于 任意 Ke N, 令 nj = 2k， 那 么 子 序列 {s%} 就 是 s2,s4, s6,… 一 4,8， 

. 换 句 话说 , 对 于 每 一 个 ke N 有 s。 = 4 和, 并 且 我 们 想 证 明 它 发 散 到 无 穷 

给 定 任意 M e 民 , 我 们 需要 找到 一 个 We N, 使 得 当 k 有 > N 时 有 s。 > AM. 
令 N = [党 1|， 于 是 有 


kN 一 sn,=4k24|Y¥|>M. 
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因此 {s%} 的 子 序列 极限 * 的 集合 就 是 二 元 集 妃 = {0, 十 oo0}. 那么 s = +eo 且 
s* 二 0， 或 者 换 句 话说 


lim sup sn = 十 co 且 lim inf s, = 0. 
no0 no0 


2. 对 于 任意 ne€ N, 令 sn = 1， 那 么 {sn} 的 每 一 个 子 序列 都 收敛 到 1. 
此 万 = {}， 所 以 s* 二 1 且 s; = 1， 也 就 是 说 


lim sup sn»=1 HH lim nf 5 = 
no00 


3. 回顾 例 14.2，Q 的 元 素 可 以 排列 成 一 个 序列 {s;,}. 任意 给 定 一 个 实数 zx， 
我 们 实际 上 可 以 构造 一 个 {s%} 的 子 序列 ， 使 其 收敛 到 z， 如 例 16.2 所 示 ， 只 需 
对 z 进行 越 来 越 精 确 的 十 进 制 展 开 即 可 . 

等 等 ， 该 怎么 做 呢 ? 我 们 从 未 见 过 从 N 到 Q 的 显 式 映 射 ， 所 以 我 们 对 {fsn} 
中 元 素 的 排列 顺序 一 无 所 知 ， 如 果 想 找到 一 个 收敛 到 V2 的 子 序列 ， 我 们 不 一 定 
非 要 取 1.4, 1.41, 1.414,:… ， 因 为 在 序列 {s*} 中 1.41 可 能 位 于 1.4 之 前 ; 另 一 方 
面 ， 我 们 知道 有 无 穷 多 个 有 理 数 接近 V2. 于是， 在 序列 中 首先 找到 1.4， 然 后 找 
到 1.41. 如果 在 {s,} 中 已 经 出 现 了 1.41， 那 就 查找 1.414; 如 果 在 {sn} 中 已 经 
出 现 了 1.414， 则 查找 1.4142， 以 此 类 推 . 由 于 存在 无 穷 多 个 点 趋向 于 V2, 并 且 
在 {sn} 中 只 有 有 限 多 个 点 可 能 出 现在 1.4 之 前 ， 因 此 1.4 之 后 肯定 有 无 穷 多 个 
点 ， 所 以 这 个 子 序列 是 有 效 的 . 

按照 相同 的 逻辑 ， 由 于 {s%} 的 范围 是 Q， 而 Q@ 既 无 上 界 也 无 下 界 ， 所 以 
{sn} 存在 发 散 到 +oo 和 -ce 的 子 序列 . 因此 , 妃 实际 上 就 是 整个 扩张 的 实数 系 ， 
所 以 s* = 十 oo0，s; = 一 00， 换 句 话 说 ， 


lim sup sn = 十 co H lim inf s, = —o0. 
no0 no0 
4. 以 经 典 的 “交替 ”序列 为 例 , 对 于 任意 ne€ N, 令 p= (一 1)”1 ~ ( 参 


见 图 14.4 和 图 14.5 )， 这 个 序列 是 发 散 的 ， 但 是 偶数 元 素 收敛 到 1， 而 奇数 元 素 
收敛 到 -1 注意， 任何 子 序列 都 不 可 能 收敛 到 其 他 极限 . 
因此 万 = {一 1,1},， 所 以 s* =1 且 s, = 一 1， 也 就 是 说 ， 


lim sup sn»=1 HH lim ,inf sn = 一 1. 
也 一 CO 


这 就 是 上 极限 和 下 极限 对 我 们 有 用 的 原因 如果 只 说 “这 个 序列 是 发 散 的 ”， 那么 
我 们 就 完全 忽略 了 它 看 起 来 确实 收敛 到 两 个 不 同 的 点 这 一 事实 . 
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定理 17.6 (收敛 序列 的 上 极限 和 下 极限 ). 
设 {sn} 是 度量 空间 有限 中 的 任意 一 个 序列 . {sn} 收敛 到 有 限 数 s€E 民 当 且 
仅 当 


lim sup sn = lim inf s,= 5. 
N00 和 一 AGO 


证 明 . 为 了 证 明 第 二 个 方向 , 我 们 要 证 明 {s,,} 的 每 个 子 序 列 都 是 有 界 的 . 然后 利 
用 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (定理 15.8 ) 得 出 ，{s%} 的 每 个 子 序列 都 有 一 个 
收敛 到 s 的 子 序列 . 如 果 {5%} 不 收敛 到 s， 那 么 {s%} 就 有 一 个 不 收敛 到 s 的 子 
序列 ， 从 而 产生 矛盾 . 

为 了 严格 地 说 明 这 一 点 ， 假 设 对 于 同一 个 有 限 数 se R, limsup, ,ww sn = 
且 liminf,_)w sn =s. 那么 {sn} 的 全 体 子 序列 极限 * 的 集合 已 就 由 单个 点 s 组 
成 ， 因 此 {s%} 的 每 个 收敛 子 序列 都 会 收敛 到 s. 

另外 ，{s%} 的 子 序列 不 可 能 发 散 到 无 穷 大 (否则 lim sup,, ,w sn = 二 十 oo， 或 
者 liminf% ,ow sn = 一 00 )” 因 此， 根据 定理 17.3，{s*} 是 有 界 的 . 

如 果 序 列 {fs*} 不 收敛 到 s， 那 么 存在 一 个 e > 0， 使 得 对 于 无 穷 多 个 自然 
数 灵 有 ss--s>e( 或 s-s>e) 设 {s 是 由 {s。} 中 所 有 这 些 元 素 组 成 的 子 
序列 .因为 {s%,} 是 有 界 的 ， 所 以 {s;,} 也 是 有 界 的 ， 那 么 根据 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 
特 拉 斯 定理 ,，{ sw} 的 某 个 子 序列 {sw } 收敛 . 但 是 {5%,} 的 每 个 元 素 都 > s 十 < 
(或 < s 一 6)， 所 以 {sw} 的 每 个 元 素 也 都 > s 十 e (或 < s 一 ce)， 因 此 {sm} 
不 可 能 收敛 到 s. (这 种 收敛 是 不 可 能 的 ， 因 为 e 是 一 个 固定 的 正 数 . ) 因此 ， 我 
们 找到 了 {sn} 的 一 个 子 序列 ， 它 收敛 到 s 之 外 的 某 个 数 ， 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 
{sn} 一 定 收敛 到 s. 

另 一 个 方向 要 容易 得 多 . 假设 {5;} 收敛 到 某 个 点 se 民 . 那么 根据 定理 15.6， 
{sn} 的 每 个 子 序列 都 收敛 到 s， 于 是 ，{s} 的 全 体 子 序列 极限 * 的 集合 马 由 单 
个 点 s 组 成 ， 所 以 


lim sup sn = supE=sup{s} =s= inf{s} =inf b=1im inf s,. 
no0 no0 


我 们 要 问 的 下 一 个 问题 是 : “每 个 序列 的 上 极限 和 下 极限 都 一 定 是 某 个 子 序 
列 的 极限 吗 ? ”我 们 已 经 看 到 了 一 些 不 包含 其 上 确 界 和 下 确 界 的 集合 的 例子 . 那 
么 ， 每 个 序列 的 全 体 子 序列 极限 * 的 集合 是 否 一 定 包含 其 上 确 界 和 下 确 界 ? 答案 
是 ……: 请 击 鼓 欢呼 …… 是 的 ! 


定理 17.7 (上 极限 和 下 极限 都 是 子 序列 极限 *). 
设 {5n} 是 度量 空间 及 中 的 任意 一 个 序列 , 媚 是 其 子 序列 极限 * 的 集合 . 那么 ， 
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s* 二 lim sup,_yw Sn 是 马 的 一 个 元 素 ，s; = liminf,, ,wo sn 也 是 已 的 一 个 元 素 . 
换 句 话说 , {s%} 的 某 个 子 序列 收敛 到 s*, 并 且 {5;,} 的 某 个 子 序列 收敛 到 s,. 


证 明 . 我 们 首先 考察 lim sup， 这 里 有 三 种 可 能 的 情形 . 

情形 1. s* = 二 oo， 此 时 友 在 民 中 无 上 界 ， 那 么 对 于 任意 给 定 的 NN e RR， 
存在 一 个 {s,,} 的 子 序列 {s%,} 将 收敛 到 某 个 > N 的 值 ， 对 于 任意 < > 0，{sn.} 
中 有 无 穷 多 个 元 素 > N 一 ce， 于 是 固定 e, 令 M = N 一 ec， 注意 {sn,} 的 每 个 元 
素 也 都 是 {s,,} 的 元 素 ， 因 此 ， 对 于 任意 M e 了，{s,} 中 有 无 穷 多 个 元 素 > MM， 
因此 存在 某 个 子 序列 发 散 到 +co。 所 以 +oo E 如 ,， 从 而 有 s* e 五 . 

情形 2. s* e 及 .此 时 刀 有 上 界 ， 并 且 由 定理 15.9 可 知 互 是 闭 集 ， 根据 推 
论 10.11， 有 上 界 的 闭 集 包 含 其 上 确 界 ， 因 此 s* € 万 . 

情形 3. s* = -co， 此 时 马 中 不 存在 大 于 一 00 的 元 素 ， 所 以 -co 一 定 是 古 
的 唯一 元 素 . 因此 s* e 一 . 

对 lim inf 的 证 明基 本 上 是 一 样 的 ， 请 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


证 明定 理 17.7 中 关于 lim inf 的 部 分 

情形 1. s,. = 十 co. 此 时 互 中 不 存在 十 oo 的 元 素 ， 所 以 
十 00 一 定 是 忆 的 唯一 元 素 . 因此 s。 < 

情形 2. s, Ee 民 . 此 时 已 有 ” 界 , 并 且 由 定理 。 _ 可 知 巨 是 
闭 集 . 根据 推论 10.11, 有 下 界 的 集 包 含 其 下 确 界 , 因此 E 万 . 

情形 3. s, = . 此 时 五 在 恨 中 无 ， 那么 对 于 任 
意 给 定 的 Ne 及 和 任意 e > 0, {8%,} 中 有 无 穷 多 个 元 素 < 
因此 ， 对 于 任意 Me 及 ，{s} 中 有 个 元 素 < M， 因 此 存在 某 
个 子 序列 发 散 到 .所 以 -co E 五 ， 从 而 有 s，e 万 . 


我 们 可 能 还 想 知 道 ， 精 确 指 出 一 个 序列 的 上 极限 能 和 否 得 到 关于 这 个 序列 本 身 
的 所 有 信息 ,而 不 仅仅 是 其 子 序列 的 信息 . 事实 证 明 , 上 极限 其 实 就 是 序列 中 (在 
某 一 项 之 后 ) 所 有 元 素 的 上 界 . 


定理 17.8 (作为 序列 边界 的 上 极限 和 下 极限 ). 
设 {sn} 是 度量 空间 民 中 的 任意 一 个 序列 ， 妃 是 其 子 序列 极限 * 的 集合 ,并 
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设 s* 二 limsup,, sn 那么 对 于 任意 x > s*， 存在 一 个 N E N, 使 得 当 n>>N 
时 有 s。，< 7Z. 

同样 地 , 设 s; = lim inf,, ,wo sn， 那么 对 于 任意 x < s;， 存在 一 个 NEN, 使 
得 只 要 风 .> N 就 有 s。，> 2. 


换 句 话说 , 任何 大 于 上 极限 的 数 也 大 于 序列 中 (在 某 一 项 之 后 ) 的 任何 元 素 . 
注意 ， 只 有 当 s* 不 是 +oo 时 ， 我 们 才能 取 到 满足 x > s* 的 z. 同样 地 ， 如 
果 s = -co， 那 么 我 们 不 可 能 取 到 满足 x < s; 的 7. 


证 明 . 我 们 利用 反 证 法 来 证 明 . 如 果 存 在 一 个 x > s*, 使 得 对 于 任意 N e N 存在 
某 个 n > NN 满足 ss > zx， 那么 就 有 无 穷 多 个 n 满足 ss > z. 于 是 ， 所 有 这 些 元 
素 构 成 了 {s%} 的 一 个 子 序列 {s%,}， 其 中 每 个 元 素 都 满足 sw。 > 7Z. 

现在 我 们 按照 定理 17.6 的 证 明 给 出 相同 的 论述 . 

情形 1. 如 果 {sw} 是 无 界 的 ， 那 么 根据 定理 17.3， 它 有 一 个 发 散 到 无 穷 大 
的 子 序列 {sw } 那么 +co E 玉 ( sn 一 一 co 是 不 可 能 的 ， 因 为 {sw } 的 每 个 
元 素 都 大 于 一 个 固定 的 数 x )， 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 +co > Z > s, 但 s 是 古 
的 上 确 界 . 

情形 2. 如 果 {sw} 是 有 界 的 ， 那么 根据 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 它 有 
一 个 收敛 的 子 序列 {5 }.， 因为 {sm} 的 每 个 元 素 都 > z， 所 以 {5 } 的 每 个 元 
素 也 都 > zx， 因 此 这 个 子 序列 一 定 收 敛 到 某 个 y > zx， 并 且 y e EB. 这样 就 产生 
了 一 个 矛盾 ， 因 为 vx>s*, 但 s* 是 巨 的 上 确 界 . 

请 留意 我 们 是 如 何 利用 看 似 不 必要 的 x 值 的 .如 果 定 理 说 的 是 “存在 一 个 
N Ee N, 使 得 当 n > N 时 有 sn < s*”， 那么 该 定理 不 一 定 成 立 ， 因 为 我 们 可 能 只 
找到 了 一 个 收银 到 y > s* 的 子 序 列 ， 这 不 会 给 我 们 带 来 矛盾 ， 因 为 y 可 能 等 于 
s*， 这 与 s* = sup 五 的 事实 并 非 不 一 致 ， 我 们 需要 一 个 严格 大 于 s* 的 z 来 得 出 
2 > 5”. 

对 s; 的 证 明基 本 上 是 一 样 的 .请 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


证 明定 理 17.8 中 关于 lim inf 的 部 分 
如 果 存 在 一 个 z < s; , 使 得 对 于 任意 Ne N, 存在 某 个 n> N 满足 s,, < 
ZZ， 那么 我 们 可 以 构造 一 个 子 序列 {s%,, }， 其 中 每 个 元 素 都 满足 ss < 
情形 1. 如 果 {sw} 是 无 界 的 , 那么 根据 定理 , 它 有 一 个 
无 穷 大 的 子 序列 {sw, } 于 是 ， Ee& 已 , 这 是 一 个 矛盾 , 因为 ”< 


SS 
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情形 2. 如 果 {sw} 是 有 界 的 ， 那 么 根据 定理 ， 它 有 一 
个 的 子 序列 {sn}. 因为 {sn} 的 每 个 元 素 都 < x, 所以” 的 
每 个 元 素 也 都 < xz, 因此 这 个 子 序列 一 定 收 敛 到 某 个 y< zx, 所 以  _€ 
忆 ， 这 样 就 产生 了 一 个 矛盾 , 因为 < x <s,. 


前 面 儿 个 定理 帮助 我 们 证 明了 ， 对 于 任意 一 个 序列 ， 总 是 恰好 有 一 个 上 极限 
和 一 个 下 极限 . 这 相当 于 断言 了 存在 性 〈 即 至 少 有 一 个 上 极限 和 一 个 下 极限 ) 和 
唯一 性 〈 即 最 多 有 一 个 上 极限 和 一 个 下 极限 ) 


定理 17.9 (上 极限 和 下 极限 的 存在 性 与 唯一 性 ). 
设 {sn} 是 度量 空间 民 中 的 任意 一 个 序列 . (在 扩张 的 实数 系 中 ) s* = 
lim sup sw， 存在 且 是 唯一 的 ，( 在 扩张 的 实数 系 中 ) s, = lim inf 5s， 存 在 且 是 


及 一 CO 


唯一 的 . 


证 明 . 为 了 证 明 存 在 性 , 我 们 只 需 证 明子 序列 极限 * 的 集合 是 非 空 的 . 如 果 已 
无 上 界 ， 那 么 在 这 种 情况 下 s* = 十 co; 如 果 马 有 上 界 ， 那 么 可 以 利用 民 的 最 小 
上 界 性 来 断言 s* = sup 存在 . 同样 地 ， 如 果 马 无 下 界 ， 那么 s, = 一 00; 否则 ， 
我 们 可 以 利用 及 的 最 大 下 界 性 来 断言 s, = inf B 存在 . 

为 了 证 明 马 是 非 空 的 , 我 们 将 使 用 经 典 的 论证 方法 . 如 果 {s*} 是 无 界 的 , 那 
么 根据 定理 17.3， 某 个 序列 会 发 散 到 无 穷 大 , 所 以 要 么 十 oo E 马 , 要么 -co E 五 . 
否则 ，{s,} 是 有 界 的 ， 那 么 根据 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 存 在 一 个 子 序列 
收敛 到 某 个 点 s， 所 以 se 五 . 

为 了 证 明 唯 一 性 ， 我 们 从 lim sup 开始 . 如果 存在 两 个 不 同 的 数 P 和 gq (其 
中 p<g), 并 且 p= limsup,, sd=1limnsup， sn， 那 么 我 们 会 得 到 一 个 矛 
盾 . 为 什么 ? 任 取 一 个 满足 p < x < 的 实数 xz， 那么 根据 定理 17.8， 存 在 一 个 
N e N， 使 得 只 要 n > N 就 有 s,, < zx， 于是，{s%} 的 每 个 子 序列 都 只 能 收敛 到 
一 个 < z 的 数 ， 因 此 {s*} 的 任何 子 序列 都 不 可 能 收敛 到 gq ( 因为 q > x ) 那么 
gq ¥ 忆 ， 这 与 定理 17.7 相 矛 盾 . 

同样 地 , 如 果 存 在 两 个 不 同 的 数 p 和 gq (其 中 p <gq), 并 且 p = liminf, ,ww sn， 
g 二 lim inf;,_;w sms， 那么 任 取 一 个 满足 p < x < g 的 实数 z， 根据 定理 17.8， 存 
在 一 个 N e N, 使 得 只 要 n > N 就 有 s,, > zx， 于是，{sn} 的 任何 子 序列 都 不 可 
能 收敛 到 p， 这 与 定理 17.7 相 了 矛盾. 
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定理 17.10 (上 极限 和 下 极限 的 比较 ). 
设 {sn} 和 {th} 是 度量 空间 及 中 的 任意 两 个 序列 ，N 是 任意 一 个 自然 数 . 
如 果 对 于 每 一 个 n 之 NN 均 有 sn 入 如 ,那么 {t} 的 上 极限 大 于 等 于 {sn} 的 上 极 
限 ，{t} 的 下 极限 大 于 等 于 {s,} 的 下 极限 . 
用 符号 来 表示 ， 即 
YN EN, 如 果 Vn > N, s 和 过 如 ， 那 么 
lim sup sn < lim sup t,, 


lim inf s < lim inf t,. 
no00 n= 00 


证 明 . 设 忆 是 {5;,} 的 子 序列 极限 * 的 集合 , 已 是 {6,} 的 子 序列 极限 * 的 集合 . 
固定 一 个 Ne N, 任 取 一 个 序列 {ni}， 那么 对 于 无 穷 多 个 天 有 sw < t,.. 因此 ， 
如 果 sw 二 s 且 ,二 t+， 那么 s < t; 如 果 sw 二 二 co， 那么 显然 有 ,一 十 00; 
如 果 ,一 -co， 那 么 显然 有 s。， 一 一 co. 

因为 这 对 每 一 个 可 能 的 序列 {np} 都 成 立 ,， 所 以 五 的 每 一 个 元 素 都 小 于 或 等 
于 下 的 相应 元 素 ， 因 此 sup EB < sup 了 PinfB < inff. 


哦 ! 这 么 多 定理 都 是 关于 上 极限 和 下 极限 的 . 还 记得 我 们 考察 实数 序列 {5,,} 
的 全 体 子 序列 极限 * 的 集合 已 时 所 采用 的 主要 技巧 吗 ? 将 来 它们 会 派 上 用 场 : 


1. 如 果 {sw} 中 有 无 穷 多 个 元 素 具有 某 种 共性 ， 那 么 我 们 就 可 以 从 这 些 元 素 
中 提取 出 一 个 子 序列 . 

2. 如 果 {s%} (或 {s%} 的 任何 一 个 子 序列 ) 是 无 界 的 ， 那 么 根据 定理 17.3， 
它 有 一 个 或 多 个 发 散 到 +oo E 瑟 或 -co eB 的 子 序列 . 

3. 如 果 {s%} (或 {s%} 的 任何 一 个 子 序列 ) 是 有 界 的 ， 那 么 根据 波 尔 查 诺 - 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 它 有 一 个 收敛 到 某 个 点 s € RR 的 子 序列 ， 因 此 s E 五 . 
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在 结束 对 序列 的 研究 并 继续 考察 级 数 之 前 , 让 我 们 先 来 看 看 及 中 的 一 些 重要 
序列 〈 它 们 在 实 分 析 研 究 中 反复 出 现 ) 并 证 明 它 们 是 收敛 的 .这些 序列 (及 其 极 
限 ) 分 别 是 : 

1. 十 一 0( 当 p>0 时 ). 

2. YP 一 1( 当 p>0 时 ). 

3. J 1. 

4. 一 0( 当 p>0 且 aeR 时 ). 

5. 2” 一 0( 当 |z|<1l1 时 ). 

为 了 证 明 它 们 的 收敛 性 ， 首 先 需 要 证 明 实 数 序列 的 夹 至 定理 . 
定理 18.1 ( 严 通 定理 ). 

设 {an} 和 {bn} 是 度量 空间 民 中 的 序列 ， 并 且 对 于 每 一 个 mnEN 有 
an 艺 sn 二 bn， 如 果 ay 和 b, 收敛 到 相同 的 实数 s, 那么 si, 也 收敛 到 这 个 实数 s. 

即 对 于 民 中 的 任意 序列 {55}, {an}, fo: 


an < sn < bn vn EeN, im am 三 5 且 im bn=s 一 全 im sn 一 3 


从 根本 上 说 ， 正 如 我 们 在 图 18.1 中 所 看 到 的 ， 对 于 任意 一 个 序列 {s*}， 如 
类 在 隐 个 收藏 到 间 一 点 的 序列 之 间 ， 那 么 当 n 趋向 于 无 穷 大 时 ，s” 就 被 


证 明 . 对 于 任意 e > 0， 可 以 利用 收敛 的 定义 来 得 到 两 个 自然 数 Ni 和 Na ， 使 得 


nN =—> d(an,s) <e， 


nN 一 d(bn,s) <e. 
令 入 = max{Ni,N2}， 那么 当 n >.N 时 ,我 们 有 


sn—s<b—s<lb—s|<e, 


Sn+§s<—ant+s<lan—s|<e. 
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二 
@ 
5 WE 3 see Ge 
©® 
{sn} @ @ 
@ {Qn} 


图 18.1 收敛 到 同一 点 s 的 两 个 序列 之 间 的 任何 序列 都 将 被 “压缩 ”到 极限 s 


于 是 有 


|sn—s|=max{s» — ss,—(sn 一 5)} <e. 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 都 成 立 ， 所 以 我 们 有 sn 一 s. 


正如 之 前 所 承诺 的 ， 本 章 的 其 余部 分 将 专门 介绍 这 些 超级 的 特殊 序列 . 
定理 18.2 (序列 n?). 
如 果 p>0, 那么 lim 页 三 0.( 换 和 句 话说 , 如 果 p<0, 那么 lim n?=0.) 


证 明 . 我 们 想 找到 一 个 Ne N， 使 得 
A 
np? 
所 以 我 们 需要 wze > 1， 根 据 定理 58，Y/: 在 R 中 存在 ， 因 此 只 需要 令 
上 


当然 ， 我 们 还 没有 利用 收敛 的 定义 给 出 这 个 定理 的 具体 证 明 ， 现 在 只 考虑 了 
如 何 找到 一 个 合适 的 NW.， 但 是 我 们 已 经 做 过 这 么 多 次 收敛 性 的 证 明 ， 相 信 你 能 搞 
定 严格 的 证 明 ! 
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定理 18.3， (序列 yp) 如果 p>0, 那 和 4 lim yp=1. 
证 明 . 这 里 有 3 种 可 能 的 情形 . 

情形 1. p > 1. 设 zw = wp 一 1, 那么 zw > 0. 我 们 的 目标 是 证 明 {x%} 的 每 
个 元 素 都 小 于 某 个 收敛 到 0 的 序列 s,, 的 相应 元 素 . 这 样 就 得 到 了 0 < zw < sn， 
根据 夹 通 定 理 ，lim ,wo xn = 0( 因为 序列 0,0,0,:… 收敛 到 0 ) 根据 定理 15.1， 
我 们 可 以 让 该 极限 加 上 一 个 常数 ， 于 是 有 


1=1+ lim zn = Jim (zn + 1) = im /Pp. 
ny00 


该 如 何 选取 这 样 一 个 有 效 的 序列 {s,}? 这 一 步 需要 一 些 创造 力 ， 所 以 让 我 们 
认真 思考 一 下 .我 们 知道 序列 二 收敛 到 0. 但 另 一 方面 ， 我 们 不 能 确保 对 每 一 个 
n EN 都 有 zw < .我 们 知道 p 可 以 用 zw 来 表示 ,所 以 不 妨 尝试 把 p 合并 到 : 
中 ， 从 而 得 到 一 个 大 于 zn 的 序列 ， 因 为 p 是 一 个 常数 ， 所 以 由 定理 15.1 可 知 ， 


1 
lim 全 三思 lim — = 0. 
no00N no00N 


该 如 何 证 明 2 > zn? 这 里 要 利用 二 项 式 定 理 ( 源 自 基 本 代数 )， 它 告诉 我 们 
如 何 展开 形 如 (a 十 已” 的 寡 : 


k=0 
nl —kpk 
= a™” “b 
— kk)IkI 
£7 (1 — Fk 
1 
Sy ) 
2 的 2pn—2 | ab 十 加 


正如 你 在 这 个 等 式 中 所 看 到 的 ， 符 号 (%) 表示 二 名 mr， 读 作 “ 从 ni 个 中 选 出 
个 ”， 这 个 符号 经 常 出 现在 概率 研究 中 ， 你 可 能 也 不 熟悉 nl 其 含义 是 
让 n 乘 以 比 它 小 的 所 有 连续 自然 数 ， 即 nl = n(n 一 1)(n 一 2)…1. 这 个 式 子 读 作 
“n 的 阶乘 "， 但 我 觉得 你 可 以 大 声 地 喊 “n!”. 

接 下 来 计算 


pt 


= (Ea) 


=- -zf (利用 一 项 式 定理 ) 
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A 
+ (FD) (en) + (n) (e277) + (1) (en) 


> 1++ nzn. 


在 最 后 一 步 中 ， 我 们 去 掉 了 前 两 项 之 后 的 所 有 项 ， 因 为 zw > 0 保证 了 后 面 所 有 
项 都 是 正 的 ， 于 是 0 < zn < 三 (注意 ， 我 们 并 没有 得 到 2 > zn， 因 为 这 里 多 
了 一 个 1， 但 这 并 不 重要 ， 因 为 了 一 1 仍然 是 一 个 常数 . ) 

因此 , 根据 夹 通 定 理 ，zn 一 0〈 注 意 ， 如果 把 < 替换 成 <， 那 么 夹 盘 定理 仍 
然 有 效 ) 于 是 ， 


Dr 


情形 2. p = 1， 此 时 有 lim yw WP = limn yw l=1. 
情形 3. 0 < p < 1. 我 们 可 以 采用 与 情形 1 相同 的 论证 , 但 不 等 式 是 反 向 的 . 
试 着 把 下 框 中 的 空白 填充 完整 . 


当 0<p<1 时, 证 明 yp 一 1. 


设 妆 = ,那么 xz, < 0. 于 是 
p= (1+2n)" 
Es 1"* (利用 二 项 式 定理 ) 


k 
= (D)(20) + (nj 人 ze) + (SL) (22) + 
十 十 十 
<1 十 nz， (因为 zn <0 意味 着 前 两 项 之 后 的 每 一 项 都 < 0. ) 


于 是 ， 王 + < zn < 0， 那 么 根据 ，2n 0. 
因此 ,lim, yw WP=1. 
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定理 18.4. (序列 Wn) lim Wn=1. 


这 和 前 面 的 定理 有 什么 不 同 呢 ? 回头 看 一 看 ， 前 面 考察 的 是 序列 { yp}， 其 
中 p> 0 是 一 个 常数 . 但 在 这 里 , 作 7 次 方 根 的 数 就 是 n 本 身 , 所 以 这 个 序列 是 : 


{ Yn} = 1, V2, V3, YA, 5 V6, YYT 


如 果 我 们 看 一 下 小 数 形式 的 序列 〈 四 人 金 五 人 到 小 数 点 后 两 位 )， 不 难看 出 它 从 1 
开始 ， 跳 到 1.4 以 上 ， 然 后 开始 递减 ， 并 且 越 来 越 接近 于 1: 


{ Yn} ~ 1.00, 1.41, 1.44, 1.41, 1.38, 1.35, ..- 


并 不 能 马上 看 出 这 个 序列 收敛 到 1， 因 为 它 下 降 得 不 是 很 快 ， 这 就 是 弄 清楚 如 何 
证 明 将 很 有 用 的 原因 ! 


证 明 . 我 们 可 以 使 用 与 之 前 相同 的 技巧 : 设 z = YY - 1.， 这 次 就 更 简单 了 ， 
为 对 于 每 一 个 ne N 均 有 zn > 0， 这 意味 着 我 们 只 需要 考虑 一 种 情形 . 

我 们 希望 zx, 小 于 某 个 收敛 到 0 的 序列 ， 但 是 要 注意 ， 如 果 我 们 使 用 上 一 个 
定理 中 的 序列 三， 那么 这 里 它 将 是 号 +， 由 于 分 子 不 是 常数 ， 所 以 我 们 不 确定 
这 个 序列 是 否 收敛 到 0 (事实 上 ， 它 不 收复 到 0! )， 与 之 前 一 样 ， 我 们 利用 二 项 
式 定 理 ， 但 这 次 要 找 的 是 一 个 额外 的 n， 目 的 是 把 分 子 中 的 n“ 消 掉 ”. 


I 


= (D(eg) + (ms) + (2 ) (02) 1 
+ (2) (+ 二 (CD 人 
> (于 ) ( 台 ) (zw > 0 意味 着 其 他 的 项 都 > 0) . 


om . =-y 2 . 
n(n—1) n—1 
2 


如 果 能 够 证 明 V 过 一 0， 那 么 由 夹带 定理 可 得 x% 一 0， 从 而 有 Wn 二 1. 
为 此 ， ee 18.2 人 2 = 去 ， 这 样 束 可 以 得 到 车 一 0， 那么， 显 
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定理 18.5 (序列 n*(1+p)").。 如 果 p>0 且 Qae 民 ,那么 lim 和 


虽 ， 这 是 我 在 第 1 章 末尾 用 来 开玩笑 的 序列 ， 我 猜 这 不 太 好 笑 …… 好 吧 ， 现 
在 开始 吧 ! 

这 个 序列 看 起 来 可 能 有 些 随机 , 但 我 们 将 在 下 一 个 定理 中 看 到 它 的 一 个 应 用 . 
注意 ， 从 直观 上 看 ， 它 似乎 是 收敛 的 ， 因 为 分 母 比分 子 “ 增 长 ”得 快 ， 一 般 来 说 ， 
指数 增长 ( 比如 2" ) 比 多 项 式 增长 ( 比如 mn? ) 快 得 多 . 


证 明 . 如 果 我 们 可 以 证 明 存 在 常数 b,c € 民 使 得 


多 b 
0< 位 二 四" < CT ， 
并 且 < 0， 那么 由 定理 18.2 可 知 cn* 一 0， 于 是 根据 夹 副 定理 ， 一 0. 


二 


分 母 (1L+z)” 看 起 来 是 应 用 二 项 式 定 理 的 最 佳 选 择 . ee 得 到 (1 十 p)” > 
Ta8， 其 中 7 是 一 个 常数 并 且 8 > oa， 这样 就 可 以 得 到 Ts < 3n-9， 于 是 有 
< 机 5, 并且 8 > aa 一 <0, 这 正 是 我 们 想 要 的 . 
我 们 首先 证 明 关于 (") 的 一 般 结 


a 


~ 瑚 十])(m 一 天 十 了 (一 天 十 1 (了 一 天 十 了 
的 kl! 

(nk+1)* 

k! 


注意 ， 如 果 n > 2k， 我 们 就 有 
nN nN 
nk+1>3 
多 nN 
因此 , 对 于 任意 一 个 满足 n> 2k 的 , 我 人 有 (”) > 加 i. 这 是 nt* 的 常数 倍 , 所 
以 只 要 指定 > a， 这 个 不 等 式 就 可 以 派 上 用 场 . 
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综 上 所 述 ， 我 们 固定 一 个 满足 大 > a 的 ke N. 那么 对 于 任意 nn > 25， 有 
nn [nm n—k,k 一 项 忒 
(1+p)" = 2 的 p* (利用 二 项 式 定理 ) 


nrp® 
2kkl 
于 是 ， 只 要 n > 2k， 就 有 
oe 2 kl! 
0<— < 一 二 ne 
(1+p)” 2 


因为 a 一 k < 0, 所 以 右 端 的 序列 收敛 到 0. 那么 由 夹 通 定理 ， [EE 也 收敛 到 0. 
(我 们 要 求 n > 2k 这 一 点 有 问题 吗 ? 没有 任何 问题 ! 对 于 任意 一 个 序列 {5,,}， 
固定 一 个 自然 数 W, 如 果 其 子 序 列 {sw, sn+41,sN+42，,… |} 是 收 伍 的 , 那么 {s%} 也 
是 收敛 的 .因为 我 们 要 求 当 n 一 oo 时 序列 中 的 元 素 趋向 于 极限 ， 所 以 从 哪 一 项 
开始 逼近 并 不 重要 . ) 


定理 18.6 (序列 z"). 如 果 |z| < 1， 那 么 lim z =0. 

条 件 -1 < x < 1 至 关 重要 . 如果 |z| = 1， 那 么 序列 可 能 收敛 ( 比如 1, 1， 
1,… )， 也 可 能 发 散 ( 比如 一 1,1, 一 1,… ) 如 果 |z| > 1， 那 么 序列 中 的 每 一 项 
都 比 前 一 项 增加 得 更 多 ， 所 以 它 会 发 散 到 无 穷 大 ， 只 有 当 |z| < 1 时 ， 我们 才能 
确保 它 是 收敛 的 . 

证 明 . 这 里 有 3 种 可 能 的 情形 . 
形 1. x = 0， 那 么 序列 0,0,0,.… 收敛 到 0. 

2. 0 < x < 1 现在 序列 和 < 就 可 以 派 上 用 场 了 . 令 p = 一 1， 那 
么 z= 且 p>0( 因 为 z<1) 于 是 让 a = 0， 并 利用 定理 18.5 可 得 


no 


情形 
情形 


lim zx” = lim 


情形 3. -1 < x < 0. 在 这 里 ， 我 们 不 能 直接 利用 定理 18.5， 因 为 如 果 让 
p= 二 1 一 1， 那 么 p 不 一 定 是 正 数 (例如 ， 当 z = 一 上 时 ， 3 
实际 上 ,我 们 应 该 先 证 明 lz|" 一 0. 设 p= 吉 一 1, 那么 |z|= 直 上 且 p>0 
(因为 |z| < 1) 于 是 让 a = 0， 并 利用 定理 18.5 可 得 
no 


im 多 | 三 ee 
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我 们 可 以 将 序列 jz|” 乘 上 常数 -1， 那 么 一 |zx|” 也 收敛 到 0， 因 为 


—|z|l” < x” < |z|”. 


所 以 由 夹 通 定 理 可 得 ，z? 一 0. 


有 了 这 些 定理 , 你 应 该 可 以 求 出 数学 或 科学 领域 中 几乎 所 有 收敛 序列 的 极限 . 
记 住 ， 当 遇 到 困难 时 ， 试 着 利用 夹 副 定理 或 二 项 式 定理 . 

接 下 来 ， 我 们 将 介绍 无 穷 级 数 ， 事实 证 明 ， 级 数 其 实 就 是 一 种 特定 类 型 的 序 
列 ! 现在 我 们 都 知道 你 有 多 喜欢 序列 了 …… 
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就 像 电 视 连 续 剧 一 样 ， 数 学 级 数 也 可 以 是 喜剧 、 正 剧 、 悲 剧 ， 甚 至 是 肥皂 剧 . 
级 数 有 各 种 形状 和 大 小 ， 有 时 会 表现 得 出 人 意料 、 不 直观 .事实 上 ， 积 分 的 计算 
经 常 使 用 级 数 ， 因 此 ， 许 多 人 认为 级 数 是 实 分 析 的 基础 〈 但 我 觉得 这 些 人 需要 开 
台 更 全 面 的 学 习 》. 

在 第 2 章 中 ， 我 们 简单 地 提 到 了 级 数 是 序列 中 所 有 元 素 之 和 .， 但 序列 是 无 限 
的 ， 而 无 限 和 的 概念 是 有 疑问 的 .毕竟 ， 对 无 穷 多 个 元 素 求 和 意味 着 什么 呢 ? 不 
管 每 个 元 素 有 多 小 ， 如 果 我 们 把 无 穷 多 个 元 素 相 加 ， 那 么 结果 不 总 是 无 穷 大 吗 ? 

答案 是 否定 的 .就 像 序 列 一 样 ， 级 数 也 可 以 收敛 到 一 个 极限 ， 但 为 了 弄 清 楚 
这 是 如 何 发 生 的 ， 我 们 必须 更 精确 地 定义 级 数 . 事实 上 ， 级 数 就 是 由 一 列 和 构成 
的 序列 . 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 定义 由 实数 和 复数 构成 的 级 数 . 当然 ， 我 们 也 可 以 定 
义 由 R* 中 向 量 构成 的 级 数 ， 或 者 由 任何 度量 空间 中 元 素 构成 的 级 数 . 但 为 什么 
要 把 问题 搞 得 这 么 复杂 呢 ? 
定义 19.1 (级 数 ). 

设 {aw} 是 民 中 的 任意 一 个 序列 我们 把 {an} 的 部 分 和 s,, 定义 为 


n 
Sn 二 > ao 一 Ql1 十 az 十 Q3s 十 … :十 Qn. 
天 二 下 


部 分 和 序列 {sn} 称 为 无 穷 级 数 或 简称 为 级 数 . 从 技术 上 讲 ， 它 应 该 写成 
51, 52) 53，"* ， 也 就 是 
{sn} = {a1,Q1 十 Q2,Q1 十 Q2 十 Qa3,…}. 
但 为 了 简洁 ， 我 们 通常 写成 


{sn} = >》 an 一 ai 十 oz 十 03 十 … 


天 一 二 


如 果 {sn} 收敛 到 某 个 点 sE 及 或 sEC， 那 么 我 们 说 级 数 收 敛 ， 并 记 作 


oo 
> Qn 一 S. 
js 
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如 果 不 存在 这 样 的 s， 那 么 级 数 发 散 . 

序列 {fan} 的 元 素 称 为 该 级 数 的 项 . 

注意 , 这 里 在 符号 的 使 用 上 有 些 可 疑 的 地 方 . 实际 上 , >| an 是 lim ys sn， 
而 且 所 讨论 的 “级 数 ” 就 是 {5%,}. 但 是 , 我 们 通常 把 和 式 》 >” a 称 为 级 数 . 这 
就 像 把 lm -pn 称 为 序列 ， 而 其 实 {p;} 才 是 序列 . 

好 吧 ， 我 能 说 些 什么 呢 9 这 只 是 一 个 不 精确 的 数学 约定 . 当 你 看 到 “级 数 
> ,an 收敛 到 s” 时 ， 你 应 该 把 它 看 作 


0 
Resl 

要 牢 牢 记 住 级 数 不 是 和 .级 数 是 元 素 的 序列 ， 其 中 每 个 元 素 都 是 一 个 和 .级 
数 收敛 当 且 仅 当 这 个 和 序列 收敛 . 

因为 级 数 就 是 变相 的 序列 ， 所 以 我 们 证 明 的 关于 序列 的 每 一 个 定理 也 适用 于 
级 数 ! 不 可 能 ! 

既然 我 们 已 经 知道 如 何 运 用 级 数 ， 为 什么 还 要 费心 去 详细 研究 它 呢 ?事实 证 
明 ， 级 数 之 所 以 有 用 有 两 方面 的 原因 : 

1. 有 些 定理 只 适用 于 级 数 ， 而 不 适用 于 一 般 的 序列 ( 例如， 比较 判别 法 ) 

2. 有 一 些 特殊 的 级 数 存 在 许多 应 用 , 因此 值得 研究 ( 但 我 们 需要 一 些 针对 级 
数 的 定理 来 证 明 它们 是 收敛 的 ) 

有 时 候 , 你 可 能 会 遇 到 >” an, 而 不 是 > ;an (注意 ”从 哪里 开始 ) 不 
要 惊慌 ! 这 意味 着 该 级 数 是 {an} 的 部 分 和 序列 ， 但 {an} 不 是 从 ai 开始 ， 而 是 
从 ao 开始 . 当然，{fan} 仍然 是 一 个 完全 有 效 的 序列 ， 因 为 存在 从 N 到 {a%} 的 
一 对 一 映射 : 1 一 ao,2 一 al;3 一 ao 

有 时 候 ， 当 和 式 的 起 点 和 终点 都 很 明显 时 ， 我 们 可 以 把 它 简 写 为 ” an. 

检验 级 数 是 否 收敛 的 一 种 方法 是 将 我 们 的 常规 技巧 应 用 于 部 分 和 序列 ， 但 肯 
定 有 更 简单 的 方法 ， 对 吧 ? 
定理 19.2 (级 数 的 收敛 性 ). 

级 数 》 an 收敛 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 e > 0， 存 在 某 个 自然 数 N， 使 得 对 于 
任意 大 于 等 于 NN 的 nn 和 m 有 | axr| <e (当然 ,其 中 mm 之 n， 所 以 这 个 和 
式 是 有 意义 的 ) 

用 符号 来 表示 ， 即 》 an 收 化 当 且 仅 当 : 


mm 


Da 


k=n 


ve>0, 3VEN 使 得 mnzN 一 > < 
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绝对 值 符号 内 的 和 是 有 限 和 ， 而 不 是 级 数 . 注意 ， 它 只 是 部 分 和 sm = ai 十 
a2 十 一 十 Qn_1 十 Qn 十 … 十 am 减 去 部 分 和 si = al +aa 十 … 十 an 1 因此， 
[xnax| 攻 就 是 |sm 一 sn_1| < e， 这 与 柯 西 序列 非常 相似 . 

记 住 ， 根 据 定理 16.10， 欧 几 里 得 空间 中 的 所 有 柯 西 序列 都 收敛 ， 由 于 我 们 
把 级 数 定 义 为 RR 或 C 中 的 序列 ， 因 此 一 个 级 数 是 柯 西 序列 当 且 仅 当 该 级 数 收 敛 . 
这 应 该 会 让 证 明 变 得 很 简单 ! 


证 明 . 如 果 > an 收敛, 那么 它 的 部 分 和 序列 {s%} 收敛 , 根据 定理 16.3, {sn} 是 
柯 西 序列 于是， 给 定 e > 0， 存 在 N 一 1 使 得 
m>n>N-1 一 > d(sm,sn) <ce， 因 此 
mnzN ~ > m2>n -1l12N-1 


—> |sm— sn_1|<e 
一 六 >》 ak 
k=n 
一 -人 >》 ak 
k=n 
为 了 证 明 另 一 个 方向 ， 假 设 对 于 任意 > 0， 存 在 一 个 We N， 使 得 当 mm > 


nn 之 N 时 有 |Djx_, ax| 和 入 .于 是 ,给 定 e > 0, 存 在 一 个 N ,使 得 当 mm >n>NN 时， 
如 果 mm =n 则 有 ad(sm,sn) = 0<e， 否则 有 


<< 6 


EE. 


mn 二 +1l1zN 一 人 


Qk|<Eé 


—> |sm— snt1i-1|<e 
—> 


d(sm, sn) < 6. 


因此 {s*} 是 柯 西 序列 ， 由 于 它 是 复数 序列 ， 由 定理 16.10 可 知 它 是 收敛 的 . 


这 就 引出 了 下 面 的 推论 ， 它 是 级 数 收敛 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 . 


推论 19.3 (级 数 项 的 收敛 性 )， “如果 级 数 2 an 收敛 ， 那么 lim an =0. 


190 ”第 四 部 分 序列 


证 明 . 根据 定理 19.2， 对 于 任意 e > 0, 存在 一 个 We N, 使 得 当 m>nz>zN 时 
有 |sm 一 sn 1| 未 5 令 m =n， 则 有 


n>zN =—> ce>$§¥|sn— sn1|= |an|= d(an, 0). 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 都 成 立 ， 所 以 有 an 一 0. 


其 逆 否 命题 特别 有 用 .对 于 级 数 》 an ， 如 果 {a} 不 收敛 到 0， 那 么 a 
一 定 是 发 散 的 . 

注意 ， 这 个 推论 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 ， 例如， 我 们 知道 在 一 0， 但 正如 我 
们 稍 后 将 要 学 习 的 (定理 19.10 )， 级 数 ;+ 实际 上 是 发 散 的 . 这 里 有 一 个 关于 
“on 二 0 一 > 》an 收敛 ”的 错误 的 证 明 .看 看 你 能 否 发 现 错误 ! 

如 果 an 一 0， 那么 对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 N e N， 使 得 当 n > N 时 有 
lan| <e. 令 s= bo ， 于 是 有 


N Ce 
2 mt > on 
向 = n=N 

oo 

>_ ov 
n=N 


< 5 十 6. 


oo 
2_ on 
Ns 


< 5 十 


因此 ,ee > | 1an| 一 s > | 1an|， 因 为 这 对 每 一 个 。 > 0 都 成 立 ， 所 以 
Dan 一 5. 

实际 上 ， 这 里 的 错误 不 止 一 个 首先， 将 级 数 2。 an“ 分 解 ”成 两 个 和 式 
D2 an 与 ;>_w an 没有 任何 意义 ，)”_j an〔 或 简写 为 》 an ) 只 是 一 个 表示 
部 分 和 序列 {5,,} 的 符号 因此， 和 ,an = sw， 而 > van 则 没有 任何 意义 
( 除非 我 们 已 经 知道 {5;,} 收敛 到 s, 在 这 种 情况 下 , 可 以 记 作 >)”_Ny an = 5 一 sw， 
但 在 这 里 没有 什么 帮助 ). 

其 次 ， 我 们 在 计算 中 应 用 了 这 样 一 个 事实 : |>j”_w an| < ce， 实际 上 ， 我 们 
并 不 知道 这 是 否 成 立 ! 我 们 只 知道 ， 当 n > N 时 ，aw < e， 但 这 并 不 意味 着 
Ee 十 E 十 E 十 … <e. 这 荒 廖 至极 ,简直 让 我 发 疯 ， 你 也 要 疯 掉 了 吧 ! 


定理 19.4 (有 界 非 负 级 数 ). 
如 果 级 数 》 a,, 完全 由 非 负 项 (Vn E N, an 之 0) 组 成 ， 那 么 》 an 收 伊 当 
且 仅 当 其 部 分 和 序列 {ss} 有 界 . 


| 
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显然 ,，“ 非 负 ” 这 个 字眼 使 得 该 定理 只 适用 于 RR 中 的 级 数 . 记 住 , 在 C 中 没 
有 正 负 的 概念 ， 因 为 复数 无 法 定义 顺序 . 


证 明 . 因为 ”an 是 部 分 和 序列 {5%} = Qa1, Qi 十 Q2,Q1 十 a2 十 Qa3,…， 并 且 每 一 项 
an 都 > 0， 所 以 级 数 {s,} 其 实 是 一 个 单调 递增 序列 . 那么 根据 定理 16.16， 级 数 
{sn} 收敛 当 且 仅 当 {s*} 有 界 . 


在 大 多 数 情 况 下 ， 我 们 可 以 通过 比较 判别 法 来 确定 级 数 的 收敛 性 ， 这 有 点 像 
序列 的 夹 台 定 理 ， 但 可 能 会 更 好 . 


定理 19.5 (收敛 的 比较 判别 法 ). 
如 果 存 在 一 个 No E N， 使 得 当 见 > No 时 有 |an| < cn， 并且 级 数 》 cn 收 
伊 ， 那 么 级 数 》 an 也 收 伊 . 


证 明 . 如 果 》” cn 收敛 ， 那 么 根据 定理 19.2， 对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 N es N， 
使 得 


7 过 7 Imax{NV, No 一 


mm 


3 


k=n 


mm 


< 》 las| (利用 三 角 不 等 式 ) 
k=n 


3 


< 》 cx (因为 n> No) 
k=n 


2 
二 
< 


<e. 


3 


(因为 当即 > No 时 有 0<lan|<c,) 


因为 这 对 每 一 个 e > 0 都 成 立 ， 所 以 由 定理 19.2 可 知 > an 收敛 . 


定理 19.6 (发 散 的 比较 判别 法 ). 
如 果 存 在 一 个 No E N， 使 得 当 n >> No 时 有 an > dn > 0， 并 且 级 数 》 dl 
发 散 ， 那 么 级 数 和 a。 也 发 散 . 


注意 ， 发 散 的 比较 判别 法 只 适用 于 非 负 项 级 数 ， 例 如 ， 如 果 某 个 级 数 的 每 一 


项 都 > dn = 一 1， 那 么 根据 >”dn = (一 1) 十 (一 十 (一 1) 十.… 发 散 ， 我 们 无 法 判 
断 该 级 数 是 否 发 散 . 
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证 明 . 我 们 来 证 明 其 逆 否 命题 ， 假 设 并 a 收敛 并 试 着 证 明 六 d 收敛 ,我们 可 
以 用 两 种 ( 同样 简单 的 ) 不 同方 法 来 证 明 . 

由 于 对 每 一 个 n > No 均 有 |d| = dn < an， 所 以 如 果 于 a 收 僵 ， 那么 由 
收敛 的 比较 判别 法 可 知 并 d 也 收敛 .( 注意， 为 了 得 到 |d,| < a,,， 我 们 使 用 了 
dn > 0 这 一 事实 . ) 

另外 , 如 果 你 愿意 的 话 , 也 可 以 利用 定理 19.4 来 证 明 . 如 果 于 a 收敛 , 那么 
它 的 部 分 和 序列 一 定 是 有 界 的 . 因此 江 d 的 部 分 和 也 有 一 个 上 界 , 所 以 并 d 也 
是 收敛 的 .( 注意 , 这 里 也 使 用 了 d, > 0 这 个 事实 ， 因 为 定理 19.4 只 适用 于 非 负 
项 级 数 . 实际 上 , 我 们 只 知道 加 > 0 对 每 一 个 n> No 成 立 , 而 非 任意 ne N. 但 
这 已 经 足够 了 ， 因 为 如 果 > qd 收敛 , 那么 > qd 也 收敛 ,因为 并 2 dr 
就 是 并 2_w d 加 上 一 个 有 限 和 . ) 


为 了 最 大 限度 地 利用 比较 判别 法 ,我 们 应 该 建立 一 个 收敛 和 发 散 的 简单 级 数 
的 知识 库 ， 以 便 我 们 可 以 经 常 拿 其 他 级 数 来 进行 比较 . 
定理 19.7 (几何 级 数 ). 

如 果 |z| <1 级 数 > 27 收敛 到 一 ; 如 果 |z| 之 1 级 数 ) 02" 发散. 


1 一 Z ， 
像 这 样 项 为 ”次 方 寡 的 级 数 都 称 为 几何 级 数 . 这 些 几何 级 数 在 数学 中 随处 可 
见 ， 这 个 公式 迟早 会 派 上 用 场 . 


证 明 . x > 1 时 级 数 发 散 是 最 容易 证 明 的 部 分 .因为 对 每 一 个 neEN 均 有 x" > 1， 
而 级 数 1 十 1 十 1 十 … 显然 是 发 散 的 ， 所 以 由 比较 判别 法 可 知 x” 发 散 . 

如 果 x < 一 1， 那 么 对 于 每 一 个 ne N 有 |x"| > 1. 因 此， 对 于 任意 ne€ NN 
有 |z”" 一 0| 宕 1, 所 以 z" 一 0 不 可 能 成 立 . 于 是 , 利用 推论 19.3 的 逆 否 命题 , 该 
级 数 发 散 . 

级 数 jw” 的 极限 就 是 部 分 和 序列 {5;} 的 极限 ， 所 以 为 了 证 明 收 敛 性 ， 我 
们 先 求 出 部 分 和 的 表达 式 


sn = >》 Zt=1+2+2 十 … 十 2". 
k=0 
通过 一 些 代 数 运算 ， 我 们 得 到 
(1 — Zz)sn = (8n — Zsn) 
二 (1 十 ZX 十 人 十:…2?) 一 (ZV 十 人 十 03 省 -vt!) 
二 1+ (zx 72)+ (rz — 22)1 F(x" — 7”) 一 ZnTT 
二 


第 19 章 级 数 193 


因此 sn = 三 四， 根据 定理 18.6， 当 |z| < 1 时 mm 一 0， 那么 与 22 二 二. 
于 是 


1 
> "= lim sn = 一 一 (zl < 1 了). 
2 九 -一 co 1—zx 


注意 ， 如 果 级 数 从 n = 1 开始 ( 而 不 是 从 n = 0 开始 )， 那 么 我 们 有 
— Nn — nN 1 
3 时 这 1= +: 


例 19.8 (几何 级 数 ). 
几何 级 数 有 一 个 特别 好 的 几何 表示 (巧合 吗 ?! ) 以 x = 3 为 例 ， 上 述 公 式 告 


诉 我 们 


因此 ， 如 果 从 一 个 面积 为 2 的 矩形 开始 ， 那 么 我 们 应 该 能 够 用 这 个 级 数 来 “填充 
它 ”， 如 图 19.1 所 示 . 


图 19.1 用 级 数 ;> (3)” 填 充 1 x 2 的 矩形 


取 一 个 1x2 矩形 ,并 填充 一 个 大 小 为 2 的 区 域 . 剩余 部 分 的 面积 为 2-3 = 4. 

接 下 来 ， 我们 将 (2)? = 4 的 面积 添加 到 阴影 区 域 .注意 ，4 恰好 是 剩余 面积 
的 三 分 之 一 ， 现 在 剩 下 部 分 的 面积 为 4 一 4 二 8. 

接 下 来 ， 我 们 将 (3)? = 总 的 面积 添加 到 阴影 区 域 ， 这 恰好 是 剩余 面积 的 三 
分 之 一 ， 现 在 剩 下 部 分 的 面积 为 8 一 名 二 区 . 

总 的 来 说 , 我 们 每 一 步 都 填充 剩余 面积 的 三 分 之 一 . 如 果 一 直 这 样 做 下 去 , 屠 
么 我 们 就 会 填 满 整个 面积 为 2 的 矩形 . 
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在 给 出 另 一 个 常用 级 数 之 前 ， 我 们 需要 重新 整理 工具 箱 ， 再 引入 一 个 级 数 收 
全 判别 法 . 
定理 19.9 ( 柯 西 凝聚 判别 法 ). 

设 "2 ，an 是 单调 递减 的 非 负 项 级 数 ， 那 么 ， 级 数 和 se qs 收敛 当 且 仅 当 
级 数 和 oo 2kaax 收敛 . 


因此 , 从 现在 开始 , 如 果 某 个 级 数 的 项 {fav,} 满足 ai > a2 > as 过 …>0, 那 

人 只 需 考察 一 个 包含 人 的 

很 少 元 素 ( 即 al, a2, a4,ag,… ) 的 级 数 ， 我 们 就 可 以 确定 》 an 是 收敛 的 还 是 发 
人 这 很 酷 ! 


证 明 . 由 于 并 > ,a 和 并 >。 28axx 都 是 非 负 项 级 数 ， 因 此 根据 定理 19.4， 这 两 
个 级 数 收 敛 都 等 价 于 其 部 分 和 序列 有 界 ， 令 


sn 一 al 十 aa 十 as 十 … 十 an (> an 的 第 n 个 部 分 和 ) ， 
称 二 二 
tp = Qi1 2a2 + 464 + 二 2 ra (》 2koox 的 第 有 个 部 分 和 ) . 
k=0 


因此 ， 如 果 可 以 证 明 “{s,,} 有 界 < {tw} 有 界 "， 那 么 就 证 明了 “ys a 收 
敛 < 全 27qzs 收敛 ?， 我 们 来 证 明 “ 当 且 仅 当 ”的 两 个 方向 . 


1. {tx} 有 界 一 > {sn} 有 界 . 我 们 已 经 知道 {sw} 和 {t} 的 下 界 都 是 0, 所 
以 根据 定理 9.6, 现在 只 需 考 虑 上 界 . 假设 存在 一 个 M es 民 , 使 得 ti < M 对 每 一 
个 k ENN 均 成 立 ， 如 果 可 以 证 明 对 于 每 一 个 ne N 都 有 一 个 KE 使 得 s < ti 
那么 我 们 就 证 明了 {s,} 的 每 个 元 素 也 都 < M. 

咽 ， 这 并 不 难 ! 如 果 我 们 固定 n， 并 选择 一 个 使 得 n < 2*， 那 么 


Sn 二 Ql 十 Q2 十 Q3 十 … 十 Qn 


azxt1_1 (因为 n<2* 一 > n++1 < 2(2*) 一 1) 


人 Ql 十 Q2 十 Qa3 


| 
| 
一 Q1 (a2 | a3) | (aa Q5 十 Qe 4+ a7) ES (aa2x 二 aak+l_1) 


入 al 二 2as 十 4 十 :…: 十 24aok (因为 as a3>as>:.…) 
= tx. 


因此 ， 对 于 每 一 个 s。 都 有 


Sn < tsty]+1 < < M, 
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因此 {sn} 是 有 界 的 ，( 注意 ， 我 们 选择 大 = | 总 名 | +1， 以 便 得 到 2* > n. ) 

2. {tk} 无 界 一 > {sn} 无 界 . 假设 对 于 任意 M e 及 ,存在 一 个 Ke N 使 得 
刀 > M， 我 们 想 证 明 对 于 任意 N < 及， 都 有 一 个 me N 使 得 ss > N. 

现在 做 与 前 一 个 方向 相反 的 操作 : 任 取 一 个 ,然后 选择 一 个 n 使 得 n> 2*， 


Sn 二 Ql 二 Q2 十 Q3+ Qn 
之 qi 二 az 十 a3 十 … 十 Qazx* (因为 n> 2*) 
二 Qi 十 qz 十 (a3 十 Q4) 十 (Qs 十 a6 十 Qa7 十 Q8) 十 … 十 (Q2r-141 十 "… 十 Qox) 
> 3a1 十 aa + 204 + 4ag1 -24-1lqo。 (因为 oa >as>a>.……) 
三 3(a1 F 2a2 二 4a4 十 :… 十 2*a2x) 
St. 


对 于 任意 Ne N, 令 M = 2N.， 那么 存在 一 个 ke N， 使 得 丸 > M， 于 是 有 
S2k+41 > St > 3(2N) SN: 
因此 {s,} 无 界 . 注意 ,我 们 选择 n = 2* 十 1， 这 样 就 可 以 得 到 n > 2*. ) 


柯 西 凝聚 判别 法 的 最 佳 应 用 之 一 是 确定 p 级 数 ( 形式 为 去 ) 的 收敛 性 . 
最 车 名 的 p 级 数 是 > ea 这 个 名 字 来 源 于 音乐 中 的 泛音 系列 ， 
是 指 泛音 的 波长 分 别 是 基本 波长 的 3, 5, 了 ,……… 
定理 19.10 (p 级 数 ). 
当 p>1 时, 级 数 | 吉 收 敛 ; 当 p<1 时, 级 数 》 交 


注意 ， 这 意味 着 调和 级 数 并 1 是 发 散 的 . 


证 明 . 如 果 p < 0， 那 么 序列 {n-?} 是 无 界 的 ， 因 此 它 不 会 收敛 .那么 ， 根 据 推 
论 19.3 的 逆 否 命题 ，》 十 也 肯定 发 散 . 

如 果 p > 0, 那么 序列 {去 } 的 每 个 元 素 都 小 于 等 于 前 一 个 元 素 ( 当然 它们 都 
是 正 的 )， 因 此 我 们 可 以 利用 柯 西 凝 聚 判别 法 ， 事 实证 明 ， 
> 2 (Bs) CO- 
=0 k=0 
是 几何 级 数 (其 中 xz = 21-? ) 根据 定理 19.7, 当 0<2!1 ?<1 时 ( 即 1-p<0)， 
该 级 数 收敛 ; 当 21-? > 1 时 ( 即 1 一 p> 0)， 该 级 数 发 散 因此 ， 当 p> 1 时 ， 
十 收 合 ; 当 p< 1 时， 击发 散 


发 散 . 


ee 
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利用 本 章 中 的 工具 ， 你 应 该 能 够 处 理 各 种 各 样 的 级 数 . 比较 判别 法 通常 与 
几何 级 数 或 p 级 数 进行 比较 ) 和 柯 西 凝聚 判别 法 只 是 级 数 判别 法 的 开端 .此 外 还 
有 根 值 判别 法 和 比值 判别 法 . 

为 什么 要 在 意 级 数 呢 ?因为 它们 对 你 有 帮助 ， 另 外 ， 它 们 还 被 用 于 数 。 的 定 
义 ， 以 及 zt 的 复 分 析 定义 .如果 学 习 过 泰勒 级 数 ， 那 么 你 就 会 发 现 几乎 所 有 函数 
都 可 以 写成 级 数 ! 级 数 可 以 让 你 更 好 地 理解 收敛 序列 和 无 穷 大 的 含意 . 
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我 们 已 经 讲 了 很 多 内 容 ， 这 既是 一 种 祝福 ， 也 是 一 种 诅咒 .祝福 是 ， 你 现在 
已 经 熟悉 了 许多 重要 的 课题 ， 和 希望 你 将 来 能 够 很 好 地 利用 它们 .诅咒 则 在 于 ， 当 
你 面 对 家 庭 作 业 或 考试 中 的 新 间 题 时 ,“ 利 用 所 有 可 用 信息 ”的 建议 听 起 来 非常 荒 
廖 . 有 太 多 东西 需要 记 住 ! 这 就 是 逆向 思考 问题 会 很 有 帮助 的 原因 ， 从 你 需要 证 
明 的 结论 人 手 . 

作为 一 份额 外 的 礼物 ， 这 里 汇总 了 本 书 的 精华 : 我 们 从 每 一 章 中 学 到 的 最 好 
的 技巧 ， 而 且 这 些 技巧 后 来 又 继续 使 用 了 很 多 次 . 

第 1 章 . 当 阅 读 任何 数学 相关 的 东西 时 ， 请 积极 阅读 ! 慢 慢 地 做 笔记 . 

第 2 章 . 有 时 候 ， 一 个 看 似 复 杂 的 证 明 可 以 利用 一 种 简单 的 方法 来 完成 : 举 
反例 、 证 明 逆 和 否 命 题 、 反 证 法 或 归纳 法 . (你 可 以 参考 例 2.1、 例 2.2、 例 2.3 和 
例 2.4. ) 

第 3 章 . 为 了 证 明 两 个 集合 满足 4 = B， 只 需 证 明 A4CB 且 BC A( 你 可 
以 回顾 定理 3.12 的 证 明 )， 另外， 记得 使 用 德 摩根 律 ， 该 定律 指出 并 集 的 补 集 是 
补 集 的 交集 ( 参见 定理 3.17 ). 

第 4 章 . 利用 最 小 上 界 的 两 条 性 质 : 集合 中 的 每 一 个 数 都 不 可 能 大 于 它 ， 任 
何 小 于 它 的 数 都 不 是 集合 的 上 界 . ( 回顾 定理 4.9 的 证 明 . ) 

第 5 章 . 利用 阿 基 米 德 性 质 ， 即 对 于 任意 实数 zx 和 vy， 存在 一 个 ne N 使 得 
nz > y (参见 定理 5.5 ) 其 最 简 形式 为 ， 始 终 存在 一 个 n > y. 

第 6 章 . 利用 三 角 不 等 式 (参见 定理 6.7 的 性 质 5 )， 或 更 一 般 的 柯 西 - 施 瓦 
次 不 等 式 ( 参见 定理 6.8 ) 

第 7 章 . 利用 双 射 的 三 条 性 质 : 它 是 一 个 函数 (所 以 它 定义 在 整个 定义 域 
上 ,并且 每 个 元 素 都 不 可 能 映射 到 两 个 不 同 的 元 素 ), 它 是 单 射 (所 以 任意 两 个 元 
素 都 不 会 映射 到 相同 的 元 素 ) ， 它 是 满 射 (所 以 上 域 中 的 每 一 个 元 素 都 会 被 映射 
到 ) (回顾 定理 7.16 的 证 明 . 希望 你 能 牢记 这 些 性 质 ! ) 

第 8 章 . 当 证 明 一 个 集合 可 数 时 ， 如 果 你 找到 了 一 个 可 能 的 双 射 ， 但 是 它 可 
能 包含 重复 项 ， 那 么 你 可 以 把 这 个 函数 定义 在 原 定 义 域 的 一 个 子 集 上 . (回顾 定 
理 8.16 的 证 明 . ) 
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第 9 章 . 你 经 常 需要 构造 满足 某 种 条 件 的 邻 域 ( 比如 ， 包 含 在 某 个 集合 中 的 
邻 域 ， 或 者 包含 另 一 个 点 的 邻 域 ， 等 等 ) 所 以 你 要 反 向 推算 出 该 邻 域 的 “神奇 半 
径 ”.( 回顾 定理 9.23 的 证 明 . ) 

第 10 章 . 有 时 使 用 补 集 要 比 使 用 原始 集合 更 容易 . 当 你 这 样 做 时 ， 开 和 集 和 
闭 集 就 会 颠倒 过 来 . 〈 回顾 定理 10.7 的 证 明 . ) 

第 11 章 . 使 用 俄罗斯 套 娃 的 性 质 , 即 无 穷 多 个 髓 套 紧 集 的 交集 是 非 空 的 ( 参 
见 推论 11.12 ). 

第 12 章 . 海 涅 - 博 雷 尔 定理 告诉 我 们 ， 在 R* 中 ， 紧 集 等 价 于 有 界 闭 集 ( 参 
见 定理 12.6 ) 

第 13 章 . 很 多 时 候 , 可 以 把 一 个 拓扑 问题 分 解 成 两 种 简单 情形 : 如 果 p € 4， 
这 意味 着 什么 ? 如果 p 4 4， 这 又 意味 着 什么 ?〈 回顾 定理 13.8 的 证 明 . ) 

第 14 章 . 如 果 你 知道 一 个 级 数 是 收敛 的 ,那么 “对 于 任意 e > 0,m > N 一 > 
d(pn,p) < e” 对 任何 一 个 e 都 有 效 ， 包 括 像 5 这 样 的 数 .( 回顾 定理 14.6 的 证 
明 . ) 

第 15 章 . 你 可 以 像 归 纳 证 明 那 样 去 构造 一 个 特定 的 子 序列 : 定义 p1， 然 后 
假设 某 结 论 对 p,_1 成 立 ， 并 证 明 该 结论 对 p,, 也 成 立 ， 不 要 忘记 首先 处 理 {p,,} 
的 范围 是 有 限 的 情形 .( 回顾 定理 15.7 的 证 明 . ) 

第 16 章 . 在 R* (或 任何 完备 度量 空间 ) 中 ,证 明 一 个 序列 是 柯 西 序列 就 是 
以 证 明 它 是 收敛 的 〈 人 参见 定理 16.10 ) 

第 17 章 . 不 要 害怕 取 子 序列 的 子 序列 ! 如 果 你 可 以 证 明 一 个 子 序列 要 么 存 
在 发 散 的 子 序列 , 要 么 存在 有 界 的 子 序列 ( 从 而 存在 收敛 的 子 序列 ), 那么 这 一 点 
就 特别 有 用 .( 回顾 定理 17.8 的 证 明 . ) 

第 18 章 . 利用 夹 和 逼 定理 (参见 定理 18.1) 另外 ， 在 处 理 指数 时 ， 通 常 需要 
使 用 二 项 式 定理 (a 十 b)” = x_o (7)a"“*b* 来 展开 ,然后 当 证 明 > 或 > 某 个 值 
时 ， 你 可 以 把 大 部 分 项 都 删 掉 .( 回顾 定理 18.3 的 证 明 . ) 

第 19 章 . 级 数 不 是 和 , 它们 是 序列 ! 所 以 你 可 以 把 你 所 知道 的 关于 序列 的 所 
有 知识 都 应 用 到 级 数 中 ， 另 外 级 数 还 有 比较 判别 法 ( 参见 定理 19.5 和 定理 19.6 ) 
和 柯 西 凝聚 判别 法 ( 参见 定理 19.9 ) 

当然 ， 这 只 是 你 工具 箱 中 的 一 小 部 分 ， 当 你 在 证 明 中 遇 到 困难 时 ， 试 着 反问 
思考 : 缩小 要 证 明 的 范围 ， 直 到 它 变 成 一 个 显然 的 命题 ， 列 出 定理 中 使 用 的 假设 ， 
并 尝试 使 用 所 有 假设 .在 处 理 一 般 情 形 之 前 ， 先 处 理 最 简单 的 例子 .另外 ， 要 作 
图 . 我 是 认真 的 ! 你 笔记 中 的 图 越 多 ， 你 (作为 一 名 学 生 和 一 个 人 ) 就 越 优 秀 . 
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你 的 课程 可 能 涵盖 了 级 数 之 后 更 多 的 内 容 ， 在 宏大 的 实 分 析 之 旅 中 ， 尽 管 你 
可 能 被 所 面临 的 威胁 吓 到 一 一 连续 性 、 导数、 积分 、 函 数 序列 ( 这 得 有 多 人 么 恐怖 !)， 
但 请 记 住 ， 所 有 这 些 都 要 回 到 基础 上 .这 一 切 都 依赖 于 实数 、 拓 扑 和 序列 .如 果 
你 能 熟练 掌握 这 些 内 容 ， 那 么 剩 下 的 就 变 得 轻松 多 了 ! 真 的 是 这 样 . 

另外 ， 虽 然 你 花费 了 一 些 时 间 来 理解 这 些 概念 ， 但 可 能 至 少 要 花 这 么 多 时 间 
去 乔 清楚 该 如 何 证 明 . 到 目前 为 止 , 希望 你 已 经 掌握 了 证 明 的 基本 技巧 〈 读 和 写 )， 
并 很 快 能 够 完全 专注 于 数学 . 

我 希望 你 从 这 本 书 中 学 到 的 不 止 是 如 何 证 明 序列 收敛 .( 你 确实 学 过 这 一 点 
了 , 对 吧 ? ) 你 学 会 了 如 何 严谨 地 思考 , 你 学 会 了 在 直觉 无 助 的 情况 下 该 如 何 处 理 
无 穷 大 ( 比如 ， 可 数 性 和 级 数 ) ”最 重要 的 是 , 我 希望 你 能 明白 要 慢 慢 来 ， 先 理解 
定义 会 让 一 切 都 变 得 不 同 . 

希望 你 学 得 开心 ! 这 看 起 来 似乎 很 可 怕 , 但 实 分 析 是 非常 有 趣 和 令 人 振奋 的 . 
你 能 做 到 的 . 
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符号 一 ( 非 ),8 

! (阶乘 ) ,181 五 ( 闭 包 ) ，102 
(3) 《从 nn 个 中 选 出 个 ), 181 Z( 共 恩 ) ,53 

(Q.E.D.) ,14 (矛盾 ) , 41 
Nn (交集 ) , 18 一 (映射 成 ) , 64 
o (复合 函数 ) , 70 \〔 补 集 ) ,23 
U (并 集 ) , 18 ~ ( 势 ) ,72 
儿 ( 空 集 ), 16 《nn 次 方 根 ) ,43 
三 (等 价 关 系 ) ,72 C ( 子 集 ) , 17 
3 (存在 某 个 ) , 6 C( 子 集 ) ,17 
Vv (对 于 所 有 的 ) , 6 3 ( 求 和 符号 ) , 6 
gcd (最 大 公约 数 ) , 82 >1 (级 数 ) ,7, 187 
> (大 于 等 于 ) , 30 2D ( 超 集 ) ,17 
< 全 〈 当 且 仅 当 ) ,7 2 ( 超 集 ) ,17 
E( 属 于 ) , 15 二 (极限 ) ，141 
co (无 穷 大 ) ,48 “( 补 集 ) , 23 
[1 (上 取 整 ) , 33 B'( 所 有 极限 点 的 集合 ) ，102 
(小 于 等 于 ) , 30 NN-(p)( 邻 域 ), 88 
liminf%_;co。( 下 极限 ), 171 s (上 极限) ,171 
lim sup;,_;s。( 上 极限 ) ,171 sx*《 下 极限 ), 171 
limn oo。( 极 限 ) ,141 (a,5)( 开 区 间 ) ,18 
一 > ( 纺 涵 ) ,7 : (映射) , 64 
(映射 成 ) ,64 < (小 于 ) , 30 
C (复数 集 ) , 50 > (大 于 ) , 30 
N (自然 数 集 ) ,7 [ac 外 ( 闭 区 间 ) ,18 
Nn (自然数 集 的 真子 集 ) ,74 
Q (有 理 数 集 ) , 7 A 
及 〈 实 数 集 ) , 7, 39 阿 基 米 德 性 质 , 39 
R? (二 维 实数 集 ) , 50 
R*( 欧 几 里 得 空间 ) ,59 B 
ZZ (整数 集 ) ,7 半 开 区 间 , 18 

| (绝对 值 ) , 54 闭 包 , 102 
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对 称 性 , 72, 85 
闭 区 间 , 18 
闭 区 间 套 性 质 , 118 E 
闭 子 集 , 166 二 项 式 定理 , 181 
并 集 , 18 
波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 157 F 
补 集 , 23 发 散 到 无 穷 大 , 169 
不 可 数 的 , 74 发 散 的 比较 判别 法 , 191 
不 连通 , 134, 135 发 散 级 数 , 188 
不 相交 , 18 发 散 序列 , 141 
部 分 和 , 187 反 证 法 , 10 
范 数 , 60 

C 范围 , 140, 156 
超 集 , 17 非 空 集 , 16 
乘法 单位 元 , 37 分 离 , 133 
乘法 的 封闭 性 , 37 分 离 集 , 133 
乘法 交换 律 , 37 分 离子 集 , 134 
乘法 逆 元 , 37 分 两 步 直接 证 明 , 13 
稠密 , 41, 91 分 配 律 , 37 
稠密 集 , 91 否 命题 , 8 
稠密 性 , 41 复 共 恩 ,53 
传递 性 , 72 复合 函数 , 70 

复数 , 50 

D 复数 集 , 50 
大 于 , 30 
大 于 等 于 , 30 
戴 德 金 分 割 , 39 根 , 43 
单调 递减 , 166 共 思 , 53 
单调 递增 , 166 孤立 点 , 89 
单调 序列 , 166 归纳 步 又 ,12 
单 射 , 68 归纳 假设 , 12 
单 射 函 数 , 68 归纳 证 明 , 11 
等 价 , 7 
等 价 关系 , 72 we 
等 于 , 17 海 涅 - 博 雷 尔 定理 , 123 
点 , 59, 85 峭 数 , 64 
定义 域 , 64 
二 基本 情形 , 12 


度量 空间 , 85 


基数 , 72 


极限 , 141 

极限 点 , 89 

级 数 , 7, 187 

级 数 的 收敛 性 , 188 
级 数 项 的 收敛 性 , 189 
集合 , 15 

集合 族 , 16 
几何 级 数 , 192, 193 
加 法 单位 元 , 37 

加 法 的 封闭 性 , 37 
加 法 交换 律 , 37 

加 法 结合 律 , 37 

加 法 逆 元 , 37 
夹 盘 定 理 , 179 
交集 , 18 

阶乘 , 181 

紧 度量 空间 , 110 
紧 集 , 108 

举 反例 证 明 , 9 
聚 点 ，89 

距离 函数 , 85 
绝对 值 , 54 


k 维 格子 , 119 

k 维 向 量 , 50 

kk 向 量 , 50 

开 和 覆盖 , 107 

开 集 , 92 

开 球 , 88 

开 区 间 , 18 

康 托 尔 对 角 线 法 , 77 
康 托 尔 集 , 131 

柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 , 56 
柯 西 凝聚 判别 法 ,194 
柯 西 序列 , 159 

可 逆 的 , 67 

可 数 的 , 74 

空 集 , 16 


扩张 的 实数 系 , 48 


累积 点 , 89 
连通 , 134 
连通 集 , 134 
良 序 原理 , 42 
邻 域 , 88 


满 射 , 67 
满 射 函数 , 67 
矛盾 , 41 


内 点 , 92 
内 积 , 60 
道 否 命题 , 8 
道 函数 , 67 
道 命题 , 8 


欧 几 里 得 空间 , 60 
偶数 , 8 


Dp 级 数 , 195 


Q.E.D., 14 
求 和 符号 , 6 
区 间 , 18 
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三 角 不 等 式 ( 度量 空间 ) ,85 


三 角 不 等 式 (复数 ) , 55 


三 角 不 等 式 ( 欧 几 里 得 空间 ) , 61 


上 极限 , 171 
上 界 3 

上 取 整 , 33 

上 确 界 , 28, 32 
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上 域 , 64 

实 部 , 53 

实 平面 , 59 

实数 , 7, 39 

实 完备 集 , 128 
实 线 , 59 

实 向 量 , 152 

势 , 72 

收 伍 的 比较 判别 法 , 191 
收 和 敛 级 数 , 187 
收敛 序列 ,141, 174 
数 乘 运算 ，59 

数量 积 , 60 

双 射 , 69 

顺序 , 30 

索引 , 6 

索引 集 , 16 
索引 族 , 16 


调和 级 数 , 195 


WwW 
完备 度量 空间 , 166 
完备 集 , 95 

完备 性 , 39, 166 
完备 性 公理 , 39 

无 界 , 170 

无 界 集 , 86 

无 穷 级 数 , 7, 187 
无 限 集 , 15, 76 


下 极限 , 171 
下 界 , 31 

下 确 界 , 32 
线段 , 18 
相对 闭 集 , 106 
相对 紧 致 , 110 


相对 开 和 集 , 104 
相交 , 18 

像 , 65 

向 量 0, 59 
向 量 加 法 , 59 
向 量 空间 , 59 
项 , 188 

小 于 , 30 

小 于 等 于 , 30 
虚 部 , 53 
序列 , 6, 140 
序列 边界 , 175 


一 对 一 , 68 
一 对 一 函数 , 68 
一 一 对 应 , 72 

映 上 , 67 

映 上 函数 , 67 

映射 , 64 

有 界 , 140 

有 界 单调 序列 , 167 
有 界 非 负 级 数 , 190 
有 界 集 , 86 

有 理 数 , 7 

有 上 界 , 31 

有 下 界 , 31 

有 限 子 覆盖 , 107 
有 序 集 , 30 

有 序 域 , 38 

域 , 37 

域 公 理 , 37 

元 素 , 15 

原 像 , 66 


真子 集 , 17 
整数 , 7 
证 明 逆 和 否 命题 , 10 


值 域 , 65 

直径 , 160 
至 多 可 数 的 , 74 

自 反 性 , 72 
自然 数 , 7 

子 集 , 17 

子 序列 , 155 

子 序列 极限 , 155 
子 序列 极限 *, 174 
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子 域 , 53 
最 大 公约 数 , 82 
最 大 下 界 , 32 
最 大 值 , 30 
最 小 上 界 , 32 
最 小 上 界 性 , 34 
最 小 值 , 30 
坐标 , 59 
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